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Motivation aus der Biologie
& System-Biologie beschaftigt sich mit Vorhersage und Modifikation biologischer Netzwerke

& Notwendig fur Simulation des Verhaltens ist eine mathematische Modellierung: kontinuierlich — ODEs

& Diskrete Modellierung biologischer Systeme (Netzwerke) — fuhrt oft auf polynomiale dynamische
Systeme

— polynomiale Funktionen in mehreren Variablen beschreiben das Verhalten des Systems

— polynomiale Gleichungen in mehreren Variablen missen beherrschbar sein (z.B. bei Reverse
Engineering)

+ Design von Medikamenten — Bestimmte Atome sollen an bestimmten Positionen in einem Molekl sein
—> “inverse Kinematik analog zu Robotik — Polynomiale Gleichungssysteme

Algebraische Statistik — Polynomiale Gleichungssysteme
Bestimmung stabiler Positionen von Proteinen in Zellmembranen — Polynomiale Gleichungssysteme

Analyse biochemischer Reaktions-Netzwerke — Polynomiale Gleichungssysteme

* 6 ¢ 0

Analyse von Impfstoff-Wirksamkeit — Anstelle numerischer Approximation kdnnen Formeln ermittelt
werden — Eliminationstheorie mit Grébner Basen
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Beispiele

Bestimmung stabiler Positionen von Proteinen in Zellmembranen
& Fihrt auf Gleichungssysteme der Form

— Gesucht sind Lésungen fir z;.

Analyse Biochemischer Reaktions -Netzwerke
& Fihrt auf Gleichungssysteme der Form

kle A-k2EA-(k3EAB -k4EAB)==0,

k3 EAB — k4 EAB - (k5 EAB - k6 EPQ) == 0,
k5 EAB - k6 EPQ — (k7 EPQ - k8 EP Q) == 0,
k7EPQ-Kk8EPQ - (k9EP -kl10e)==0,

v —(k9EP -kl10e)==0,
e+EA+EAB+EPQ+EP-EO0=0

— Gesuchtist v in Abhéngigkeit von e, EA, EAB, EPQ, EP.

Formeln fur Impfstoff -Wirksamkeit: Zusammenhange der Form
& Zusammenhange bekannt in der Form

az;=nvgigxQgs+n(l-v)e; e ez,
as=nvQ;g2(1-gz)+n(l-v)e; e, (1-ez),
as=nvg;(1-0dz2)gzs+nd-v)e; (1-ey)es,
a=nvQg(1-g2)(1-g3)+n(l-v)e; (1-ez)(1-ej3),
az=nv(l-g)gagz+n(l-v)(l-ej)e;es,
a=nv(Ad-q)qA-0gz3)+nld-v)(1-e;)es (1-e3),
ap=nv(l-gq)Q-g)gz+nd-Vv)(1-e1)(1l-ey)es,
a=nv(l-0)1-0g)A-gz)+n(l-v)(l-e;)(l-ey)(1l-e3)

— Gesucht: Formel fur v in Abhangigkeitvon ag, a;, a,, as, a4, as, ag, ar
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Theorie der Grobner Basen

& Grobner Basen: die zentrale algorithmische Methode in algorithmischer Polynom-ldealtheory
(kommutative Algebra, Algebraische Geometrie).

— Eingefuhrt von Bruno Buchberger in seiner Diss 1965.
— Weiterentwickelt von ihm selbst in den 1970ern

— Seit 1980ern: Breite Entwicklung der Theorie, Verallgemeinerungen und Anwendungen in den ver—
schiedensten Bereichen durch verschiedenste Autoren.
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Theorie der Grbbner Basen
& Grobner Basen: die zentrale algorithmische Methode in algorithmischer Polynom-Idealtheory
(kommutative Algebra, Algebraische Geometrie).

& Grobner Basen: kdénnen fur beliebige endliche Mengen von multivariaten Polynomen auch tatséchlich
berechnet werden.

— Begriffe wie “ldeal Basis” u.a existierten schon friher, aber Buchberger entwickelte den ersten Algorith—
mus zum Berechnen einer GB im Jahr 1965.

— Oiriginalalgorithmus in verschiedenster Weise verbessert (“sugar cube strategy”, “Grébner walk”,
FGLM, etc.), aber die meisten Verbesserungen beruhen immer noch am Original-Algorithmus aus
1965.

— Heute: zahlreiche Implementierungen z.B. in Mathematica, MAPLE, Singular, MAGMA, TI-92 (!), etc.

GroebnerBasis[{3x* + 2xy? +y%, x* y = 5xy + 2x%}, {x, y}]
{5625y* +1340y° +150y° + 3y’, 23709375 y* — 623560y" — 369975Yy° — 8952y°,

355640625X° y + 47418750y° — 10774085y* — 1134600y° — 20532y°,
711281250 - 1778203125x y — 47418750y° + 10774085y" + 1134600y° + 20532 y°}
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Theorie der Grobner Basen

& Grobner Basen: kénnen fiir beliebige endliche Mengen von multivariaten Polynomen auch tatséachlich
berechnet werden.

& Groébner Basen: erlauben oft einfache Antworten auf Fragen im Zusammenhang mit Mengen von multivari—
aten Polynomen (durch Transformation der Menge in eine Grobner Basis).
2 Beispiele
Polynomiale (Algebraische) Gleichungssysteme
& Aus der obigen GB kdnnen wir sofort ablesen, dass das System
3x* +2xy2 +y3 =0
x2y—5xy+2x3 =0
— L&sungen hat

— nur endlich viele Lésungen hat

Algebraische Geometrie
& Betrachten wir die parametrischer Form einer 2D-curve
_ 2t2 44145
T t242t+3

_3tP+t+4
y= t2+2t+3°

22 +4t+5 3t2 +t+4

ParametricPlof|{ t, =100, 100}, PlotPoints -> 50|;

2+2t+3 "’ t2+2t+3}'{

15 ¢

— Gesucht ist eine implizite Darstellung der Kurve durch eine Gleichung (allgemein nennen wir diese
Problemstellung die Implizitisierung eines geometrischen Objeks). Daflir berechnen wir

GroebnerBasis|{x (t* +2t+3) - (2t* +4t+5), y (* +2t+3) - (3t +t+4)}, {t, X, y}

{159 -175x+50%° =6y +y?, 18 = 3t+ 10X +y+ty, -7 -10t+5x+5tx -y}

Das Polynomial, welches den Parameter t nicht enthélt, ist die implizite Darstellung der Kurve!
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Needs["Graphics'ImplicitPlot"]

ImplicitPlot[159 - 175x + 50 x* — 6y +y =0, {x, 1.5, 2}, AspectRatio - 1/GoldenRatio];
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Was ist eine Grobner Basis?

Zutaten

& K[Xq, ..., Xn] ... der (kommutative) ring der Polynome in n Variablen tber dem Koeffizientenkdrper K (mit
Addition und Multiplikation).

& F cK[Xg, ..., Xp] ... endliche Menge von Polynomen (sagen wir F = {Fq, ..., Fn}).
& ldeal[F] ... das von F erzeugte Ideal, d.h.
m
{Z hi Fi:h eKixg, ..., Xnl}
i=1

Ideale spielen eine entscheidende Rolle, wenn wir Gber die gemeinsamen Wurzeln (~ Nullstellen) der
Polynome in F reden wollen. eine gemeinsame Wurzel von F ist auch Wurzel jedes anderen Polynoms in
Ideal[F ], mit anderen Worten, Ideal[F ] erhélt die gemeinsamen Wurzeln von F.

& EinIdeal 7 in einem Ring R induziert eine Kongruenzrelation:
f~rgef-gerf

& Der Restklassen-Ring (Factor-Ring) R /I besteht aus den Restklassen bzgl. ~7, Addition und Multiplika—
tion sind wohldefiniert.
(Ideale in Ringen spielen die Rolle von Normalteilern in Gruppen ...)
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Was ist eine Grobner Basis?
Zutaten

Wie gelangen wir zum Begriff  “Grobner Basis ”?

& GB sind eine Verallgemeinerung des ggT (univariater Fall) und Dreiecksmatrizen (linearer Fall),der GB
Algorithmus spezialisiert daher

— zum Euklid’'schen Algorithmus im univariater Fall

— zum Gauss’schen Algorithmus im linearen Fall.
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Was ist eine Grobner Basis?

Wie gelangen wir zum Begriff  *“Grobner Basis  durch Verallgemeinerung des
ggT -Begriffs?
& Betrachten wir den Fall von univariaten Polynomen, i.e. n = 1. Sei I = ldeal[F4, ..., Fn1.

— Gegeben zwei Polynome f und g, entscheide ob f~7 g.
— Jedes ldeal in K[x] ist von einem einzigen Polynom erzeugt, und zwar vom ggT[F4, ..., F]. Es gilt

f~79 © f —g e ldeal[ggT[F4, ..., Fm]] o
= f—-g=h=ggT[Fq, ..., Fm] &
< (f-g) mod ggT[F4, ..., Fn]1=0.

| Needs["Algebra‘PolynomialExtendedGCD"]

{F1, Fo} = {x* -1, x* +2x+1};

f=x>-3x3+2x;
g=3x"+26x*+19x-5;

| {G, {c1, Cy}} = PolynomialExtendedGCD[F4, F;]

(Lex (-5 )

| PolynomialRemainder(f — g, G, X]
|1

Das heifdt, f und g sind nicht kongruent modulo Ideal[F,, F»].

| h = PolynomialQuotient[f — g, G, X]
| A4-21x+21x% —24x3 —2x* +3%° —3%°

Es gilt

|f-g
|5—17x—3x3—26x4+x5—3x7

| Expand[h = G]
|4—17x—3x3—26x4+x5—3x7

Andererseits gilt:

f=x>+3x%+2x-3;
g=x5—3x3—5;

| PolynomialRemainder(f — g, G, x]
|o
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Das heil3t, f und g sind kongruent modulo Ideal[F;, F,].

| h = PolynomialQuotient[f — g, G, X]
| 2+3x°

Tatséchlich gilt:

|f-g
|2+2x+3x2+3x3

f - g ist ein Vielfaches des ggT:

| Expand[h = G]

|2+2x+3x2+3x3

f - g kbnnen wir als Linearkombination der Basispolynome darstellen

[ (et F1+(c2h)F,  //Expand

|2+2x+3x2+3x3

T R e | 9 of 23
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Was ist eine Grobner Basis?

Wie gelangen wir zum Begriff  “Grdbner Basis *” durch Verallgemeinerung des
ggT -Begriffs?

Multivariate Polynome

& Multivariate polynome bestehen aus einer Summe von Monomen, jedes Monom besteht aus einem
Koeffizient und einem Potenzprodukt, ein Potenzprodukt ist ein Produkt von Potenzen einzelner Variablen.

coef PP coef PP_ PP
3 x*+72 xy2 + y3
Monome

& Zur Reduktion (= Division) brauchen wir eine zuldssige Ordnung (admissible ordering) < auf den
Potenzprodukten

1<p furalle p+1 (well-foundedness)
pP1 <Pz =Sxpy <Sxp, furalle py, p2, S (compatibility with = )

& Typische Ordnungen basierend auf einer Ordnung auf den einzelnen Variablen x; > ... > X,:
— Lexikographisch: zuerst nach Potenzen von x;, dann von x,, etc. (Telefonbuch).
— Totalgrad: zuerst nach total degree, innerhalb gleichen Grades lexikographisch.

& Fuhrendes Monom (leading monomial) (Im) eines Polynoms p:das grof3te Monom in p bzgl. <.

T I I 10 of 23
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Was ist eine Grobner Basis?

Wie gelangen wir zum Begriff  “Grdbner Basis *” durch Verallgemeinerung des
ggT -Begriffs?

Multivariate Polynome
Polynom Reduktion
& Eine Verallgemeinerte Division eines Polynoms durch eine Menge von Polynomen: Polynom Reduktion.
& Wie Polynom Division: “wiederholte Subtraktion von Vielfachen des Divisors, um Monome zu eliminieren”.

& Wir nennen f reduzierbar mit g auf f;wenn es ein Monom in f gibt, das ein Vielfaches des fiihrenden
Monoms in g ist, und wir bekommen f; durch Subtraktion eines geeigneten Vielfachen von g von f,
sodass dieses Monom verschwindet. Andernfalls sagen wir f ist nicht reduzierbar durch g.

Wir schreiben dafur: f -4 f;.
& Wir nennen h eine Normalform von f bzgl. F wenn es eine Sequenz von Reduktionen gibt
fog, f1 =g, 2 2g, ... =g, D
sodass
— gieF furallel=<i=<k
— hist nicht reduzierbar durch ein Polynom in F.
Wir schreiben: f »£ h.

+ Wir schreiben NormalForm([f, F] fur ein h mitf -f h.

T I I 11 of 23
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Was ist eine Grobner Basis?

Ein Beispiel
< Zuerst univariat: Polynomdivision x* durch x - 1

PolynomialQuotientx*, x — 1, x|

1+x+x° +x°

PolynomiaIRemainder[x4, x-1,x|
1

& Jetzt multivariat: Brauchen Termordnung: Lexikographisch bzgl. x >y: Wir eliminieren immer das

fiuhrende Monom.

f=x* +y4;
{F1, Fol={x+y-1,xy-3};h=f;

h=h-x3F, // Expand

XB_X3y+y4

h=h-(-1) X2 F, // Expand

—3x% 4+ %3 +y4

h=h-x? F, // Expand

—2x? —x2y+y4

| h=h-(-1)xF, // Expand
| —3x-2x% +y*

| h=h-(-2)xF, // Expand
| —5x+2xy+y4

|h=h—2F2//Expand
|6—5x+y4

| h=h-(-5)F; // Expand
| 1+5y+y*

Das urspriingliche Polynom ist eine Linearkombination der Normalform und der Erzeuger des Ideals:
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(1+5y+y*)+(x® +x* —=2x-5)«Fy +(-x* —x + 2)«F, // Expand

X4 +y4

Andere Strategie: wir verwenden immer F, (wenn mdglich)

f=x*+y*:
{F1, F2}={x+y-1,xy-35h=H;

h=h-x* F, // Expand

X3_X3y+y4

h=h-(-1)x?yF; // Expand

XX —x2y+x%y? +y*

h=h-x° F, // Expand

X2 —2x2y+x2y? +y*

h=h —xy2 F, // Expand

X2 —2x2y+xy? —xy® +y*

| h=h-(-2)xyF; // Expand
|x2—2xy+3xy2—xy3+y4

| h=h-xF,; //Expand
x—3xy+3xy2 —xy3 +y4

h=h-(-1)y® F; // Expand
X—-3xy+3xy? -y +2y*

h=h- 3y2 F, // Expand

x—3xy+3y2—4y3+2y4

| h=h-(-3)yF; // Expand
|x—3y+6y2—4y3+2y4

|h=h— F, // Expand
|1—4y+6y2—4y3+2y4

In Mathematica:

| PolynomialReducelf, {F1, F2}, {X, y}]
| {1+x+x* +x° =3y -2xy-x*y+3y* +xy* —y%, 0}, 1 -4y +6y” —4y° + 2y*}
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(1-4y+6y* -4y’ +2y%)+
(1+x+x*+x>=3y-2xy-x*y+3y* +xy* -y®)+F; + OF, // Expand

X4 +y4
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Wir sehen

Reduktion bzgl. einer beliebigen Polynommenge ist nicht unbedingt eindeutig!

Aber Grobner Basen bringen eindeutige Normalformen!
F ist eine Grobner Basis gdw. firalle f e K[xq, ..., xq]: f5Fhy A f5fhy, = hy=h;.

Daten & Fakten tUber Grobner Basen

— F ist eine Grobner Basis gdw. furallef eldeallF]: f -f 0.

— wenn F eine Grobner Basis ist: f e ldeal[F] & f £ 0.

— —F ist ein kanonischer Simplifier flr ~geayF;, i.. GB ermoglichen Arithmetik im Restklassenring

— Wenn F ein GB bzgl. der lexikographischen Termordnung bzgl. x,, > ... > X ist, dann hat
F die Eliminationseigenschaft, d.h. Ideal[F] N K[Xq, ..., Xj] = Ideal[F N K[Xq, ..., Xi1],

d.h. das i—te Eliminationsideal kann einfach ermittelt werden: wir nehmen einfach die Polynome aus F,
die nur von den ersten i Variablen abhdngen. Das wird uns das Ldsen von Gleichungssystemen
ermoglichen, siehe spater!

T I o 13 of 23
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Ein Algorithmus zum Berechen einer Grobner Basis
& Gegeben: F c K[Xxq, ..., Xn] endlich, Termordnung <

& Gesucht: G, mit
— ldeal[G] = Ideal[F]

— G ist eine Grobner Basis.
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Ein Algorithmus zum Berechen einer Grobner Basis

Hauptsatz der Grébner Basen Theorie
F ist eine Grobner Basis gdw. firalle fy, f, e F: S-Polynomial[f;, f,] »f O.

S-Polynome
& Multipliziere zwei Polynome jeweils so, dass nach Subtraktion das flilhrende Monom verschwindet. Formal.
lcm[Im[f; ], Im[f lcm[Im[f; ], Im[f
S-Polynomialfy, f,] := cm{imif; ], Imif2]] f - cm{lm(fy ], Im[f;]] ‘)

— Beispiel: fy =x+y -1,f, =xy-3
lcm[Im[f; ], Im[f,]] =xy

[9:=yx+y-1) //Expand |
| -y +xy+y? |

|92 =1+xy-3) |
|—3+xy |

|91—92 |
[a-yey |

X y ist verschwunden!!!
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Ein Algorithmus zum Berechen einer Grobner Basis

Die Hauptidee
¢ Reduziere alle S-Polynome bzgl. F.

& Wenn alle Reduktionen auf 0 gehen, dann ist F eine Grobner Basis (Hauptsatz).
& Wenn eine Reduktion ein h # 0 liefert, dann
— nimm h zu F (sodass h zu 0 reduziert bzgl. dem neuen F) und

— reduziere alle neuen S-Polynome, die nun geformt werden kénnen.

Der Grundalgorithmus

GBIF | :=
Module[{G =F, P = {{f{, f2}:fi e F, f; £f,}, p, h},
While[P = O,

{p1, P2} = ein Paaraus P;

P=P—{{p1, p2}}h
h = NormalForm[S-Polynomial[py, p21, GI;

Ifflh # O,
P=PU{{h,g}:geG}
G =G U {h}Il

Der Algorithmus
& ist korrekt auf Grund des Hauptsatzes (bei Termination reduzieren alle S-Polynome zu 0) und

& terminiert wegen des Dickson Lemmas (die Folge (I;),,y der flhrenden Monome der h's hat die Eigen-
schaft, dass jedes |; kein Vielfaches eines I; mit j <i ist Diese Folge muss endlich sein.

T I I 16 of 23
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Ein Algorithmus zum Berechen einer Grobner Basis

Verfeinerungen

& Eine Grobner Basis F ist eine reduzierte Grobner Basis iff fir alle f e F: f ist nicht reduzierbar durch
g e F-{f} und Im[f]=1.

& Fur jedes F existiert eine eindeutig bestimmte reduzierte Grébner Basis, die das gleiche Ideal erzeugt wie
F, wir schreiben dafir GB[F].

lllustration des Algorithmus
Totalgrad lexikographische Ordnung bzgl. y > x.

Im grafisch veranschaulichen!

[6=(3x* +2xy? +y*. *y—5xy+2x°); P = ((GIL, GI21); |

Erstes Paar:

| p1, p2} = PIJ; Printl{py, p2}]; P = Rest[P]; |
|{3x4+2xy2+y3,2x3—5xy+x2y} |

sp=yps ~3x° p; // Expand
-6x°+15x°y+2xy* +y*

| {c, h} = PolynomialReduce[sp, G, {y, X}, MonomialOrder — DegreeLexicographic] |

14 88xy? . 14y3

{{——é——2x,35+7x+4y}, —70x% +175xy + +4axy® +y*)

| P =Join[P, Table[{h, GIil}, {i, 1, Length[G]}]}; PrependTo[G, hl; |

|P |
88 2 3
Xy N 14y
3
88xy> 14y°
XYy + y

{{-70%° +175xy + +axy® +y*, 3x* +2xy? +y*),

{-70%> + 175xy + +4xy® +y*, 2x° -5xy +x° y}}

E |

88xy? 14y°

{-70x% +175xy + +

+4xy3 +y4, 3x4+2xy2 +y3, 2x3 —5xy+x2 y}

Né&chstes Paar:

| {P1, P2} = P[1]; Print[{p1, p2}]; P = Rest[P]; |
88xy? . 14y3
3 3

{(-70x% + 175xy + +4xy? +y*, 3x* + 2xy? +y?}

sp=3x"py —y" p2 // Expand
—210x’ +525x5y+88x5 y2 +14x* y3 +12x° y3 —2xy6 —y7
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| {c, h} = PolynomialReduce[sp, G, {y, X}, MonomialOrder — Degreelexicographic]

2xy? y? 88xy? 14y®
(-2 X 70 +175xy + X 4 22
W 3 3

+4xy®, 0}, 0}

Nachstes Paar:

| 1p1. p2} = PIAT; Print[{py, p2}1; P = Rest[P];
88xy? . 14y3
3 3

{(-70x% + 175xy + +4xy®+y* 2x3 —5xy +x?y}

sp=x"p; —y° pz // Expand
88x°y? . 14 x2% y3

+2x3y3 +5xy*
3 3 y y

—70x° +175x%° Y+

| {c, h} = PolynomialReduce[sp, G, {y, X}, MonomialOrder — Degreelexicographic]

56 7 4y 1 784 112
(S 1X, 2y 1 T8 o, U2V,
9 3 3 3 9
11960 1127x 644y
e, .

3 3

+56XYy+16Yy° +6xy2)}, 0}

I |
K |
E |
2 88xy> 14y’ 3,4 o b 2 3 53 2
{-70x% +175xy + t— +4xy> +y*, 3x* +2xy° +y°, 2x° —5xy + X7y}
Reduzierte GB:
| MapAt[Expand(#/3] & G, 2] |
88xy> 14y® 2xy? Y3
{—70x3+175xy+——xy——+~3—y—+4xy3+y4,x4+ );y +X3—,2x3—5xy+x2y}

Vergleich mit Mathematica: im Wesentlichen gleich modulo einem konstanten Faktor. (Mathematica’s

Polynome sind nicht normalisiert aber haben Integer Koeffizienten).

| GroebnerBasis|[G, {y, x}, MonomialOrder - DegreelLexicographic]

|{2x3 -5xy+x7y, 3x* +2xy% +y®, —210x> + 525Xy + 88xy” + 14y° + 12xy® + 3y*}

T e 17 of 23




GroebnerBasen.nb 23

L < > M 18 of 23

Verbesserungenim GB -Algorithmus

& Die aufwandige Operation im Algorithmus sind die Null-Reduktionen. Sie bringen auch keine neue Informa-
tion, daher wenn geht vermeiden.
Es gibt zwei Kriterien [Buchberger].

— wenn lem[Im[f; ], Im[f,]] = Im[f;]-Im[f,] dann S-Polynomial[f;, f,] »f O.
(wirde die erste 0-Reduction im Beispiel verhindern.)

— komplizierter, wirde die zweite 0-Reduktion auch nicht verhindern.

& Termordnung hat drastischen Einfluss. Total degree schneller, aber Vorsicht: das Resultat hangt von der
Termordnung ab!

& Die Abfolge, in der Paare reduziert werden, hat drastischen Einfluss (Paare mit kleinem Icm der Im’s
zuerst).

& Viele Verbesserungsmoglichkeiten, siehe Buchberger im Bose-paper 1985, “sugar cube strategy”,
FGLM, “Grobner walk”, etc.),
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Anwendungen

Losen algebraischer Gleichungssysteme
Wir schreiben F fiir das zur Polynommenge F assoziierte Gleichungssystem,d.h. F ={f =0:f e F}.

¢ GB[F]={1} gdw F hat keine Lésungen

& fir alle x;: GB[F] enthalt ein f mit Im[f] = xij gdw. F hat endlich viele Losungen (Ideal[F] heiR3t dann
0-dimensional).

& Fir lexikographische Ordnung bzgl. x, > ... >X; bewirkt die erwahnte Eliminationseigenschaft, dass
GBI[F] trianguliert ist (falls Ideal[F ] O-dimensional ist) im folgenden Sinn:

— GB[F] enthalt ein univariates Polynom in X, .
— GB[F] enthalt mindestens ein Polynom in x; und X,.
— etc.

Damit kénnen wir alle Lésungen komponentenweise berechnen durch Rucksubstitution (wie im
Gauss’'schen Algorithmus).

Beispiel

|F={3x4+2xy2+y3,x2y—5xy+2x3}; |

& Sind wir hauptsachlich an Losungen in x interessiert? — Wahley > x.

| G = GroebnerBasis[F, {y, X}] |
{-375x° +185x° - 45x” +3x%°,
-1000x° - 200x* +35x° ~30x° + 3x’ +2500xy, 375" —110x° +45x° - 3x’ + 125y°}

| G111 // Factor |
| (-375+ 185x - 45 + 3°) |

& Vergleichen wir mit der “handischen Rechnung” oben bzgl Totalgrad-Ordnung: dort hatten wir kein
univariates Polynom.

& Sind wir hauptsachlich an Lésungen in y interessiert? — Wahle x >y.

| G = GroebnerBasis[F, {X, y}] |

{5625y* +1340y° + 150y° + 3y, 23709375x y* - 623560y" - 369975y° — 8952y°,
355640625X° y + 47418750y° — 10774085y* — 1134600y° — 20532y°,
711281250 - 1778203125x y — 47418750y° + 10774085y" + 1134600y° + 20532y°}

| gy = G[1] // Factor |
| y* (5625 + 1340y + 150y? + 3y°) |




GroebnerBasen.nb

25

| sy = Solve[gy == 0, y]
{ty - 0}, {y > 0}, {y - 0}, {y - 0},

—|-50-2325 — (= (19925 - 281 V1865 ,
b= 3 ( 19925 - 281 V1865 ( 2 ( )) !
50 116 _,5 . . ( 2 )“3
I+ 5P (1+ivV3 +
b= 3 3 (L+iV3) 19925 - 281 V1865
1/3
% (1-iV3) (g (19925 - 281 V1865)) ),
50 116 5, . ( 2 )1/3
5P (1-ivV3 +
b= 3 3 (-1v3) 19925 - 281 V1865

1/3

% (1+iV3) (; (19925 - 281 V1865 )) )

Jetzt: Einsetzen der Losungen fir y in den Polynomen, die nur von x, y abhangen.

| Gx = Rest[G] /. sy; Short[Gx, 2]
{{0, 0, 711281250x%}, <55, {-623560

1/3

50 116
-4 5> (<<1>>)( )
3 3 <1>

369975 (<1>)° — 8952 (« 1> <10 +

50 1 )
23709375 (— == <I> + o (1+ <1>) («<1>) ) X, <>, <>}

4

1 5 13
to (L4 V3) (E (19925 - 281 <1>)) ) -

Jedes von denen ist ein nGleichungssysytem in x — berechne ggT und l6se!

Die ersten vier sind einfach, wir bekommen jeweils x = 0, damit haben wir eine Lésung (0, 0) mit Vielfach—

heit 4.

Jetzt das fiinfte System:

| Gx5 = Gx[5]; Map[Exponent[#, X] &, Gx5]
|11, 2,3)

| PolynomialRemainder{Gx5[2], Gx5[ 1], x] // Simplify
| 0

| PolynomialRemainder{Gx5[3], Gx5[1], x] // Simplify
|

Das erste Polynom teilt also sowohl das Zweite als auch das Dritte, damit ist der ggT gleich dem ersten

Polynom, jenem mit niedrigsten Grad. Das war kein Zufall!

niedrigstem Grad [Gianni, Kalkbrener, 1987].

Im Prozess der Ricksubstitution ist der ggT der univariaten Polynome immer genau jenes Polynom mit
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| sx5 = Solve[GX5[1] == 0, X] |

623560 2 B 5 13y
{{(x- [—50 — 232527 ( ) - (> (19925 - 281 V1865 ) J -
81 19925 - 281 V1865 2
123325
81
> 13 g 1/3\°
[—50 -2325%° ( ) - (— (19925 - 281 /1865 )) ) +
19925 - 281 V1865 2
2984 2 35 13y’
—_ (—50 - 232523 ( ) - (> (219925 - 2811865 ) ) /
243 19925 - 281 V1865 2
2 13 g 1/3\2
2634375 (—50 232523 ( ] - (> (19925 - 281 V1865 ) ) i
19925 - 281 V1865 2

| s5 = Join[sy[5], sx5[1]]; N[S5] |
| {y » —40.0067, x - 10.1309} |

Und das ist eine Lésung ...

|F/.s5//N |
| (-3.81088x107%°, 454747x107%%) |

[F .55/ Simplify |
0.0 |

Die restlichen Lésungen bekommen wir analog ...

Mathematica (z.B.) verwendet Grobner Basen im internen Solve ...

| Solve[Thread[F = 0], {x, y}] |
{{y—>O,X—>O}, {y=0,x-0},{y—>0,x-0},
{y-0,x-0},{y-0,x-0},{y-0,x-0},{y >0, x - 0}, {y—>

L ([5———(1”\/‘)(24300 540/1865) ( —u\/_)( (45+«/1?3€§))1/3J

2500 18

2

[1000 +200 (5 - Ilg (1+i+3) (24300540 V1865~ -

%( -m/")( (45+VT8?5§))1/3]-35(5—%(1+N§)

2

1/3
(24300-540V1865) " - = (1-i V3 (-;1 45+ /1865 ] ¥

30[5—5(1”\/_)(24300 540 V1865) 3—%(1—12@)

3

(;(45“/%))1/3] —3(5—11—8(1+zz\/§)

(243005401865~ - —( 1-iV3 )( (45+\/1865))1/3)4J],
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X—>5—Ilé—(1+12\/5)(24300—540\/1865)1/3——;—(1—12\/?)

(; (45 + /1865 ))1/3}, ly-

_1_([5— s ~iV/3)(24300 - 540 V1865 ) ' __(1”\/—)( (45+x/1§65_))1/3]

2500

[1000 +200 (5 - g (L-i V3) (24300 - 540 V1865 -

%(1”«/_)( (45+«/ﬁ))ﬂ3] 35(5——( -iV3)

2

1/3 5 13
(24300 - 540 V1865 - 1+u\/_ )(3 (45 +'1885) ]+

30[5_T( —iv/3)(24300 - 540 11865 3—%(1”«/5)

3

(—2—(45+M))1/3] —3(5—~—( ~iV3)

18

(24300 - 540 V1865 ) - = S@+iV3 )( (45+ V1865 ))1/3)4]],

xﬁ5—1—( ~iv/3)(24300 - 540 V1865 (1+m/—)

1/3

(g (45+ V1865)) },
y- 25100 [(5+ 1 (24300 - 540 V1865)" ) % 2% (5 (45 + \/ﬁ))m)z

9

[1000+ 200 (5 n % 24300 - 540 V1865) _;_ 225 (5 (45 + M»ys) .

2
35 (5 + = (24300 -540V1865) " + é 227 (5 (45 + V1865 ))1/3) N
3

(24300540 V1855)"" + 5 27 (5(as + V1865 ) -

4
9
30(5+i
9
1 1/3 1 2/3 1/3 4
3(5+§—(24300—540\/1865) +§2 (5(45+V1865)) ) ,

3

X5+ % (24300 - 540 V1865~ + % 22° (5(45+ V1865))" }}

Beispiel (mit Parametern)

F={Ax*+Bxy* +Cy’, x*y-5xy+2x°};

| G = GroebnerBasis[F, {X, y}, CoefficientDomain — RationalFunctions] // Short[#, 2] &
{-625A%y* +(-150AB +40B” ~200AC)y° +(-5AB-40AC+8BC-16C?)y° ~ACy’,
<1, <1, (-781250A° + 625000 A° B — 2500000 A° C + 1000000A* B C)x° +
<4> + (—125 A*BC + «12> + 320A° B C3) yG}
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| G = GroebnerBasis|[F, {X, y, A, B, C}]// Short[#, 2] & |
{625A% Cy* +150ABCy® —~40B” Cy® +200AC°y®> +5ABCY® +
40AC*y* -8BC?y* +16C°y° + AC? Y, <19, 2X° - 5xy +X° Yy}

Vorsicht bei Symbolic Computation mit Parametern:

<+ Nehmen wir rationale Funktionen in den Parametern als Koeffizientenbereich, so wird angenommen, dass
die Parameter einen Korper bilden, und es wird an manchen Stellen durch Parameter dividiert. Fir

manche konkrete Werte der Parameter kann diese Operation aber schiefgehen. Im Beispiel oben etwa
C=0.

& Nehmen wir die Parameter als normale Polynomvariable, so bilden diese nur einen Ring, und es wird
nicht dividiert. Die Anzahl der Variablen wird aber erhdht, was normalerweise den Rechenaufwand erhéht.

(O R e | 19 of 23
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Beispiele aus der Biologie

Bestimmung stabiler Positionen von Proteinen in Zellmembranen

¢ z; ... Koordinaten in C. Stabile Position ist eine “Null-Energie-Position” und eine Formel fur die Energie ist
bekannt.
Fuhrt auf Gleichungssysteme der Form

N

1
E 72:0 far i=1,...,N
(zi —z))

j=1
j#

Obiges Gleichungssystem heif3t Membran Inclusion Curvature Equations (MICE).
— Gesucht sind Lésungen flr z;.

LOsung

& Wir mussen zuerst die Nenner wegbekommen, damit wir ein polynomiales GLS haben — gemeinsamer
Nennen und diesen weglassen. Fuhrt auf

N N
Pi[zl,...,zn]:zz 1_[ (zi—z¢)? fur i=1,...,N

=1 k=1
j#i K#iK#]
| Clear[P] |
N N
PRJLJ:ﬂMthszmmRHtEZHhﬂzLIIﬂk:hiAk:bL(ﬂm—zUmalLOH

= k=1

& Durch Multiplikation mit dem gemeinsamen Nenner bekommen wir “falsche Lésungen”, wir eliminieren
diese mit einer Bedingung

N

Hﬁ(zi_zj)io und damit u*ﬁﬁ(zi_zj):zl

i=1 j=i+l i=1 j=i+l
& Wir kdnnen durch Verschiebung und Skalierung jedenfalls erreichen, dass z; ==0 und z, == 1.

& Insgesamt erhalten wir

w;y:wthﬂﬁmmMme[
Table[PJi, z], {i, 1, N},

{zlI11,
z[2] - 1,

u ﬁ ﬁ (2l - 21D - 1}

i=1 j=i+l

& N=3: keine Losungen, d.h. keine stabile Position méglich!

|GroebnerBasBUszl,22,23H,{u,21,22,23ﬂ |
| |

& N=4: keine Losungen, d.h. keine stabile Position méglich!
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| GroebnerBasis[M[{z1, z2, z3, z4}], {u, z1, z2, z3, z4}]
| (1)

& N=5: Mathematica schafft das nicht mehr, wir nehmen Singular.

<< Singular.m

Singular —— Interface to Mathematica Package by Manuel Kauers - ©
RISC Linz -V 0.3 (2005-11-08)

GB = SingularGroebner{M[{z1, z2, z3, z4, z5}],
{u, z1, z2, z3, z4, z5}, MonomialOrder - Lexicographic]

{1-625+2025° -4525° + 76 25" - 10025° +

10925° — 10025 + 76 25° — 45 z5° + 20z5%° — 6 z5™ + 2512,
11 - 7174 +11z4% — 8025 + 330 24 z5 + 258 5% — 962 z4 z5% — 611 25° +
197524 z5° + 962 z5* — 2909 z4 z5* — 1183 z5° + 341624 25° +
1204 z5° — 336024 z5° — 1062 25" + 27782425 + 72025° — 1776 24 z5° —
36925° + 85324 75° + 126 250 — 275 24 z5'° — 25 751 + 5024 2511,
~71+112z3+112z4 + 33025 - 962 z5° + 1975 z5° — 2909 z5* + 3416 25° —
336025° + 277825" — 1776 25° + 85325° — 27525 + 50251, -1 + z2,
71,1872+ 11u — 143024 — 9069 z5 + 5522 74 75 + 25467 25> — 14938 24 5% —
48882 7z5° + 2541024 z5° + 69049 z5* — 32582 z4 z5* — 79033 25° +
34232724 75° + 76221 z5° — 3102024 z5° - 60652 25" + 2142824 75" + 37303 25° —
1113224 25° - 1708125° + 385024 25° + 5247 25'% - 77024 25" - 884 25"}

Endlich viele Losungen.

| Map[Variables, GB]
| {{z5}, {z4, 25}, {z3, z4, 25}, {z2}, {z1}, {u, z4, z5}}

| univ = GB[1] // Factor
|(1—225+4252—3253+25“)(1—325+4252 -225% +25%) (1 - 25 + 25% - z5° + 25°)

Rucksubstitution

| L = Solve[univ == 0, z5] // Simplify
{{z5 > (-1)'°}, {z5 > - (-1)*°}, {25 > (- 1P}, {z5 > - (-D)*®},

{25—>%(1—u‘ 5—2\/_5‘)},{25—>%(1+u‘ 5—2«/5)},
25—>—(3 V5 —iy10-2 ) 25—>—( -V5 +i 10—2«/5)},

z5—>%(3+«/~—“/ 5+v5))} 25—>Z(3+\/§+i 2(5+5))),
%(1 5+2 5)} {zSa%(l+:ﬁ 5+2\/§)}}
Do[

S = Simplify[Solve[GB[ 2] == 0 /. L[i], z4]];
L[i] = Map[Join[L[i], #] &, S],
{i, Length[L]}];

L = Flatten[L, 1];
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Dol
S = Simplify[Solve[GB[3] == 0 /. L[i], z3]];
L[i] = Map[Join[L[i], #] &, S],
{i, Length[L]}];

L = Flatten[L, 1];

Do|
S = Simplify[Solve[GB[4] == 0 /. L[i], z2]];
L[i] = Map[Join[L[i], #] &, S],
{i, Length[L]}];

L = Flatten[L, 1];

Do[
S = Simplify[Solve[GB[5] == 0 /. L[il, z1]];
L[i] = Map[Join[L[i], #] &, S],
{i, Length[L]}];

L = Flatten[L, 1];

[L
1
{z5- -1, 24 5 -)° - (-1, 23 > Z(a—w/s +iV10-2+5 ) 221,210},

{25 1™, 24 - (-1 - (-1)?° + (-1)°°,

23—>%+%IZ(\/10—2\/_—m),22—>1,21—>0},{25—>—(—1)2/5,
Z4—>1—(—1)3/5,Z3—>—i—(z—i\/lo—z\/g—E'\/m), 22 51,210},
(25 - —(-1)%®, 24 5 1 - (-1 - (-1)*®, 23 > %(3+«/€—lz\/m), 221,710},
{Z5—>(—1)3/5,Z4—>1+(—1)2/5,Z3—>%+%i(\/10—2\/§ +m) 22 51,710},
(25 (-1)%5, 24 > (-D)Y® + (-1)*5, 23 %(3+«/€+,z\/2(?x/§)), 22 51,210},

{255 -(-1)*°, 24 5> 1 - (-1)'°,
23—>%+%i(—\/m+\/m),22—>l,zl—>0},

(25 =1, 245 1- 1" + -17%, 235 £ (3-VE -iV10-25 | 225 1,210,
{25—>%(1—i 5—2\/@),24%%(2+im+i\/5(5—72\/§)—m),
z3—>%(2+ﬁm+i\/5(5>——2\/€)+m),zz—>1,z1—>o},
{25—>%(1—im),z4—>%(2+im+i\/W+m),
23—>%(2+im+im—m),22—>l,zl—>o},
{25—>—;—(1+im),24—>%(Z—im—i\/m—m),
23—>%(Z—im—im+m),22—>l,zl—>o},
{ZS%%(1+IZ 5—2\/€),24—>%(2—im—i\/m+m),
23—>%(Z—im—im—m),22—>l,zl—>o},
{zSa%(S—\/?—i\/m),
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z4 > —

23> —
16

z4 > —
16

1
z3 > —
16
1
z24 > —

16

23> —
16

1 6+2x/§+zz\/5o—1o«/_—3u'\/10—2«/_—4\/—1—x/€—zz\/1o—2\/§,

6+2\/§+i\/50—10\/_—3i\/10—2\/€+4\/—l—\/€—i\/10—2\/§,
721,210}, {25—>—( -V5-iy10-2 )
6+2V5 +i\y50-10V5 —3iy10-2+5 +4\/—1—«/§—m/1o—2\/§ :

1 6+2\/§+Iz\/50—10«/_—3zz\/1o—2«/_—4\/—1—«/§-m/1o—2x/§,
z2—>1,zl—>o},{z5—>%(3-{5"”\/10—2«/'5),
6+2\/§—i\/50—10\/€+3i\/10—2\/_—4\/—1—\/€+i\/10—2\/§,

6+2V5 -iy50-10V5 +3iy10-2+V5 +4\/—1—«/§+Iz\/1o—2x/§ ,
1

22—>1,zl—>0},{25—>Z(S—\/—S-+u'\/10—2\/_5-),

6+2V5 -iy50-10V5 +3iy10-2+5 +4\/—1—\/§+u’\/10—2\/§ ,

6+2\/§—i\/50—10\/§+312\/10—2\/_—4\/—1—\/§+i\/10—2\/§,
22—>1,zl—>0},{25—>%(3+\/_5‘—i\/2(5+\/_5‘)),
! l6_2vE- 3iy2(5+V5) —i10(5+V5) - \/—1+\/—5-—12w/2(5+\/—5-) :

6-2V5 -3iy/2(5+V5) —iy/10(5+V5) +4,/ -1+V5 —i\[2(5+V5) |,
22—>1,zl—>0},{25—>—j—-1—(3+\/_5‘—i\/2(5+\/§)),

6-2V5 -3iy2(5+V5) —i\J10(5+V5) +4,/ -1+ V5 —iy/2(5+V5) |

L6 2vE- 3iy2(5+V5) —i10(5+V5) - \/—1+\/§—Iiw/2(5+\/—5-) :
22—>1,Zl—>0},{25—>—j'1—(3+\/§+i\/2(5+\/€)),

Z4—>1—16— 6-2V5 +3iy2(5+V5) +i{/10(5+V5) —4\/—1+\/—§+u’\/2(5+\/—5-) ,
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z3—>11—6 6-2V5 +3i/2(5+V5) +i/10(5+V5) +4\/—1+\/§+12\/2(5+\/§) ,
3+\/§+u’\/2(5+\/§)),

22—>1,zl—>0},{25—>%:

—

245 —|6-25 +3iy/2(5+ V5) +i\/10(5+ V5) +4\/—1+«/—§+lz\/2(5+«[5') ,

16

285 = [6-2vE +3i4/2(5+ V5) +iy/10(5+ V5) —4\/—1+\/—§+i\/2(5+\/—§) ,

16

22—>1,Zl—>0},{25—>—;—(1—im),

Z4—>%(2— 2(3+\/§)+im—i\/m}
ZB—>%(2+\/E—(§:—\/—§5+E’ 5+2V5 —i 5(5+2\/§)),22—>1,21—>0},
{ZSﬁ%(l—im),z4—>%(2+ 2(3+V§)+im—i\/m),
Z3—>-i—(2—\/2(3ﬁ5+i 5+2v5 —i 5(5+2\/_5‘)),22—>1,zl—>0},

:
:

{z5—>%(1+12 5+2 ),z4—>%(2— (3+V5) - 5+2«/€+Iz\/5(5+—2\/€)),
23—>—41—(2+ 2(3+v5) —iV5+2V5 +i 5(5+2\/§)),22—>1,zl—>0},
{z5—>%(1+u’ 5+2 ),z4—>%(2+ 2(3+\/§)-im+z 5(5+2\/§)),
23—>—i—(2— 2(3+V5) —iV5+2VE +i 5(5+2\/§)),22—>1,zl—>0}}

I

NIL]
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{{z5 - 0.809017 + 0.587785, z4 — 0.5 -0.363271 i, z3 - 0.190983 + 0.587785 i,
z2-1.,21-0.}, {z5 - 0.809017 + 0.587785i, z4 —» 0.190983 + 0.587785 1,
z3-0.5-0.3632714,z2 > 1.,z1 > 0.}, {z5 - —0.309017 — 0.951057 i,
z4 — 1.30902 - 0.951057 ¢, z3 - 0.5-1.538844,2z2 > 1.,z1 > 0.},

{z5 - -0.309017 - 0.951057 i, z4 - 0.5 - 1.53884 i, z3 —» 1.30902 — 0.951057 i,
z2->1.,21-0.}, {zb5-> -0.309017 + 0.951057 ¢, z4 —» 1.30902 + 0.951057 i,
z3 -5 0.5+1.53884i, 72 - 1.,z1 0.}, {z5 - —-0.309017 + 0.951057 i,
z4 - 0.5+ 1.53884 i, z3 -» 1.30902 + 0.9510574, z2 > 1.,z1 - 0.},

{z5 - 0.809017 - 0.5877851i, z4 — 0.190983 — 0.587785{, z3 —» 0.5 + 0.363271 i,
z2-1.,21-0.}, {zb— 0.809017 - 0.587785i, z4 — 0.5+ 0.363271,
z3 - 0.190983 - 0.587785i, z2 » 1.,z1 - 0.}, {z5 > 0.5-0.363271 1,
z4 — 0.190983 + 0.587785 ¢, zZ3 - 0.809017 + 0.587785i, z2 > 1., z1 > 0.},

{z5 - 0.5-0.3632711i, z4 —» 0.809017 + 0.587785i, z3 —» 0.190983 + 0.587785,
z2-1.,21-0.},{z5- 0.5+0.3632714, z4 - 0.190983 - 0.587785 1,
z3 - 0.809017 - 0.587785i,z2 » 1.,z1 - 0.}, {z5 - 0.5+ 0.363271 i,
z4 - 0.809017 — 0.587785i, z3 - 0.190983 - 0.587785i, z2 > 1., z1 > 0.},

{z5 - 0.190983 - 0.5877851i, z4 —» 0.5+ 0.363271, z3 —» 0.809017 — 0.587785,
z2->1.,21-0.}, {zb - 0.190983 - 0.587785i, z4 —» 0.809017 — 0.587785 1,
z3-50.5+0.363271i,z2 > 1.,z1 - 0.}, {zb - 0.190983 + 0.587785 i,
z4 - 0.5-0.3632714, z3 - 0.809017 + 0.587785i, z2 - 1.,z1 - 0.},

{z5 - 0.190983 + 0.5877851i, z4 — 0.809017 + 0.587785 i, z3 —» 0.5 -0.363271 4,
z2-1.,21-0.}, {zb - 1.30902 - 0.951057 i, z4 - —0.309017 — 0.951057 i,
z3-0.5-1.53884i,z2—>1.,z1- 0.}, {z5 - 1.30902 - 0.951057 i,
z4 - 0.5-1.538841i, z3 - —0.309017 — 0.951057¢, z2 - 1., z1 - 0.},

{z5 - 1.30902 + 0.951057 i, z4 - —0.309017 + 0.951057 i, z3 —» 0.5+ 1.53884 i,
z2-1.,z1-0.}, {z5 - 1.30902 + 0.951057i, z4 — 0.5 + 1.53884 i,
z3 - —0.309017 + 0.951057i, z2 - 1., z1 - 0.}, {z5 - 0.5-1.53884 i,
z4 - —-0.309017 - 0.951057 i, zZ3 —» 1.30902 - 0.951057¢, z2 > 1., z1 —» 0.},

{z5 - 0.5-1.538841i, z4 — 1.30902 — 0.951057 i, z3 - —0.309017 — 0.951057 i,
z2->1.,21-0.}, {z5->0.5+1.53884i, z4 - —0.309017 + 0.951057 ¢,
z3 - 1.30902 + 0.951057i,z2 > 1.,z1 - 0.}, {z5—> 0.5+ 1.53884 i,
z4 — 1.30902 + 0.951057 ¢, zZ3 -» —0.309017 + 0.951057 ¢, z2 -» 1., z1 - 0.}}

graph = Map[Point, {z1, z2, z3, z4, z5}] /. N[L] /.
{Complex[x_,y ] - {X, y}, Point[x_Real] - Point[{x, 0}]};

t = Table[Graphics[Join[{PointSize[0.05], RGBColor[0, 0, 1]}, graph[i]],
Axes - True, AspectRatio -» Automatic], {i, 1, Length[graph]}];
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Show|[GraphicsArray[Partition[t, 4]]];

& Die Losungen stellen immer ein regelmaRiges 5-Eck dar.

| FindRoot[M[{z1, z2, z3, z4, z5}], {{u, 15}, {z1, 0}, {z2, 1}, {z3, 1}, {z4, 0}, {z5, 0}}]
— FindRoot::nveq : The number of equations does not match the number of variables in
FindRoot[M[{z1, z2, z3, z4, z5}], {{u, 15}, {z1, 0}, {z2, 1}, {z3, 1}, {z4, 0}, {z5, 0}}]. More...

| FindRoot[M[{z1, z2, z3, z4, z5}], {{u, 15}, {z1, 0}, {z2, 1}, {z3, 1}, {z4, 0}, {z5, 0}}]

I I e 20 of 23
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Analyse Biochemischer Reaktions -Netzwerke
& Fihrt auf Gleichungssysteme der Form

kleA-k2EA-(k3SEAB -k4 EAB)==0,

k3 EAB — k4 EAB - (k5 EAB - k6 EPQ) == 0,

k5 EAB — k6 EPQ — (k7 EPQ - k8 EP Q) == 0,

k7EPQ-KB8EPQ — (k9EP —-k10e)==0,

v —(K9EP —kl10e)==0,

e+EA+EAB+EPQ+EP-EO0==0

— Gesuchtist v in Abhéngigkeit von e, EA, EAB, EPQ, EP.

LOsung
& Zuerst ein kleineres Netzwerk:

G ={k1(EO-EA)A-k2EA - (k3EA-k4 (E0-EA)P),
v — (k3EA - k4 (EO - EA) P)};

— Gesuchtist v in Abhéngigkeit von EA. Die anderen “Variablen” als Parameter.

| GB = GroebnerBasis[G, {EA, v}] |

{-AEOKk1k3+EOk2k4P+Aklv+k2v+k3v+k4Pyv,
EAkK3-EOk4P +EAK4P -v, —-AEOk1 + AEAKL + EAK2 +V}

| Solve[GBJ[1]]==0, v] |
ffvo AEOK1k3-EOk2k4 P I
Akl +k2+k3+k4P

| Simplify[%] |
EO(AKLK3 - k2 k4 P)
|{{\H AKL+ K2+ K3+ KaP | |

Die Losung v beschreibt die Anderungsrate der Reaktion in Abh&ngigkeit vom Anfangsprodukt A und
Endprodukt P und der Total-Enzymmenge EO.

Eigentlich sind die Gleichungen alle linear in v und EA, Gauss wirde ausreichen.

-k1A-k2-k3-k4P 0O

LinearSoIve[( K3 — K4 P 1

], {(—k1EOA — k4 EOP, —k4 EO P}]

{ AEOkl+EOK4P AEOk1k3—E0k2k4P}
Akl+k2+k3+k4P' Akl+k2+k3+k4P

& Kompliziertere Reaktion

G={kleA-k2EA- (k3EAB - k4 EAB),
k3 EAB — k4 EAB — (k5 EAB — k6 EPQ),
k5 EAB — k6 EPQ — (k7 EPQ — k8 EP Q),
k7 EPQ-k8EP Q — (k9 EP — k10 e),
v—(k9EP —k10eP),
e + EA + EAB + EPQ + EP — EO};

GB = GroebnerBasis[G, {e, EA, EAB, EPQ, EP, v}]
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{~EOK10k2 k4 k6 k9 — EO k10 k2 k4 k7 k9 — EO k10 k2 k5 k7 k9 — A B EO k1 k3 k5 k7 k9 —

B EOK10k3K5k7 k9 + EOk10k2 k4 k6 k9 P + EOk10k2 k4 k7 k9 P + EOk10k2 k5 k7 K9 P +
BEOK10k3K5k7 k9P + EOk10k2 k4 k6 k8 P Q + k10k2 k4 k6 v + k10 k2 kd K7 v +
k10k2k5Kk7 v+ ABKLk3k5Kk7 v+ Bk10k3k5k7v+ABKL1Kk3k5k9v +ABKLKk3k6 KOV +
AKLKAK6 KOV +k2KAK6 KOV +ABKLK3K7 KOV +AKLKAK7 KOV + k2 K4 K7 KOV +
AKLK5K7 KOV +k2K5K7 K9V + B k3K5k7kOv +k10k2 k4 k8 Qv +k10k2k5 k8 Qv +
ABK1k3k5k8 Qv +Bk10k3k5k8 Qv +k10k2k6k8 Qv+ ABKLk3k6k8QV +
Bk10k3k6k8 Qv +Akl1k4k6k8 Qv +k10k4k6 k8 Qv +k2k4 k6 k8 Qv,

~BEPKk10k3K5k9 — B EP k10 k3 k6 k9 — EP k10 k4 k6 k9 — B EP k10 k3 k7 k9 —
EP k10 k4 k7 k9 — EP k10 K5 k7 k9 + B EP k3 k5 k7 k9 — B EOk10k3 K5 K7 P +
BEPk10k3Kk5k7 P +BEPk10k3k5k9 P + BEP k10k3 k6 k9 P + EP k10 k4 k6 k9 P +
BEPK10k3Kk7k9P + EPk10k4k7 k9P + EPk10k5k7 k9P + BEP k10k3k5k8P Q +
BEPKk10k3k6k8P Q + EPk10k4 k6 k8P Q + Bk10k3k5Vv + Bk10K3 K6 v +
k10k4 k6 v + B k10k3 k7 v + k10 k4 k7 v + k10 K5 k7 v — Bk3 k5 K7 v,

—~EPk10k2 k5 k9 — EP k10 k2 k6 k9 — EP k10 k2 k7 k9 + A EP k1 k5 k7 k9 +
EP k10k5 k7 k9 + EP k2 k5 k7 k9 — EO k10 k2 kK5 k7 P + EP k10 k2 k5 k7 P +
EPk10k2K5k9P + EPk10k2k6 k9 P + EPk10k2 k7 k9P —

EPK10k5k7 k9P + EPk10k2k5k8 P Q + EPk10k2k6 k8 P Q + k10k2 K5 v +
k10k2k6 v + k10k2k7 v — Ak1K5 k7 v —k10k5k7 v — k2 K5 K7 v,

—~EPK10k2 k4 k9 + EP k10 k2 k7 k9 + A B EP k1 k3k7 k9 + B EP k10 k3 k7 k9 +
AEP k1 k4 K7 k9 + EP k10 k4 k7 k9 + EP k2 k4 k7 k9 — EOk10 k2 k4 k7 P +
EPk10k2k4 k7 P+ EPk10k2k4 k9P — EPk10k2k7 k9P — BEP k10k3k7 k9P —
EPk10k4 k7 k9P + EPk10k2 k4 k8 P Q + k10 k2 k4 v — k10 k2 K7 v —
ABKLk3k7v—Bk10k3k7v—AkLk4k7v—k10k4k7v—k2k4K7 v,

EP k10k2 k4 k9 + EP k10k2 k5 k9 + AB EP k1 k3 k5 k9 + B EP k10 k3 K5 k9 +
EPk10k2 k6 k9 + AB EP k1 k3 k6 k9 + B EP k10 k3 k6 k9 + A EP k1 k4 k6 k9 +
EP k10 k4 k6 k9 + EP k2 k4 k6 k9 — EO k10 k2 k4 k6 P + EP k10 k2 k4 k6 P —
EPk10k2k4 k9P — EPk10k2k5k9P — BEP k10k3K5k9 P —

EPk10k2k6 k9P — BEP k10k3k6 k9P — EP k10 k4 k6 k9 P —
k10k2 k4 v —k10k2k5v — ABK1k3k5v —Bk10k3k5v — k10k2 K6 v —
ABKL1k3k6v-Bk10k3k6v—AkLkdk6v—k10k4 k6 v — k2 k4 k6 v,

—EO0Kk10k2 k4 k6 + EP k10 k2 k4 k6 — EO k10 k2 k4 k7 + EP k10 k2 k4 k7 — EO k10 k2 k5 K7 +
EPk10k2K5k7 — AB EOk1k3K5k7 + AB EP k1 k3 K5 k7 — B EOK10K3 k5 K7 +
BEP k10k3 k5 k7 — B EP k10 k3 k5 k9 — B EP k10 k3 k6 k9 — EP k10 k4 k6 k9 —

B EP k10k3 k7 k9 — EP k10 k4 k7 k9 — EP k10 k5 k7 k9 + B EP k3 k5 k7 k9 +

EOk10k2 k4 k6 P — EPk10k2 k4 k6 P + EOk10k2 k4 k7 P — EP k10 k2 k4 k7 P +
EOk10k2K5k7 P — EPk10k2k5k7 P + BEP k10k3Kk5k9P + B EP k10k3 k6 k9 P +
EPk10k4 k6 k9P + B EPk10k3k7 k9P + EP k10 k4 k7 k9 P + EP k10K5 k7 k9 P +
EPk10k2k4 k8 Q + EPk10k2k5k8 Q + ABEPk1k3k5k8 Q + BEPK10k3k5k8Q +
EPk10k2k6k8 Q + ABEPk1k3k6k8 Q + BEPk10k3k6 k8 Q + AEP k1 k4 k6 k8 Q +
EPk10k4 k6 k8 Q + EPk2k4 k6 k8 Q — EP k10k2k4 k8 P Q — EPk10k2k5 k8P Q —
EPK10k2k6k8 P Q + ABk1k3k5v+Bk10k3k5v + ABK1k3k6Vv+Bk1OK3 K6V +
AKLK4AK6V+k10k4 k6 Vv +k2 k4 k6 v +ABKLk3K7 v +BKk1OK3K7 v+
AKLKAK7V+k10k4K7 v +k2 k4 K7 v+AKLK5K7 v +k10K5 K7 v + k2 K5 K7 v,

EPK9+EPQK7P -EPK9P —EPK8P Q -V, —BEPk10k3k9 — EP k10 k4 k9 —
EPKk10k5k9 + BEPk3k5k9 — BEOK10k3k5P + BEP k10k3 K5 P +
BEPQK10k3k5P + B EPQKk10k3k6 P + EPQk10k4 k6 P + BEPK10k3K9P +
EPK10k4 k9P + EPK10K5K9P + Bk10k3Vv + k10k4 v +k10k5v - Bk3 K5V,

B EOK10k3 k5 — B EP k10 k3 k5 — B EPQ k10 k3 k5 — BEPQ k10 k3 k6 — EPQ k10 k4 k6 —
BEPQk10k3 k7 — EPQk10k4 k7 — EPQk10K5k7 + B EPQK3 k5 k7 — B EP k3K5K9 +
BEPk10k3k8Q + EPk10k4 k8 Q + EP k10k5k8 Q - BEP k3k5k8 Q,

—~EPK10k2k9 + AEP k1 K5 k9 + EP k10Kk5 k9 + EP k2 k5 k9 — EOK10k2 K5 P +
EPk10k2K5P + EPQk10k2k5 P + EPQk10k2 k6 P + EP k10k2k9 P —
EPK10k5K9P +k10k2v - Ak1k5v —k10k5v—k2k5 v,

EPk10k2k9 + ABEPk1k3k9 + B EP k10k3 k9 + A EP k1 k4 k9 +
EP k10 k4 k9 + EP k2 k4 k9 — EOk10k2 k4 P + EP k10 k2 k4 P +
EPQk10k2k4 P — EPk10k2k9P - BEPk10k3k9P — EPk10k4 k9 P —
k10k2v—-ABk1k3v-Bk10k3v—Aklk4v—k10kdv-k2Kk4v,

E0k10k2 k5 — EP k10 k2 k5 — EPQ k10 k2 k5 — EPQ k10 k2 k6 — EPQ k10 k2 k7 +
AEPQK1K5k7 + EPQK10k5 K7 + EPQk2 k5 k7 — AEP k1 K5 k9 — EP k2 k5 K9 +
EPk10k2k8 Q - AEPk1k5k8 Q - EPk10k5k8 Q - EPk2K5k8 Q,

E0k10k2 k4 — EP k10 k2 k4 — EPQk10k2 k4 + EPQk10k2 k7 + AB EPQK1 k3 K7 +
BEPQKk10k3 k7 + AEPQKk1 k4 k7 + EPQK10 k4 k7 + EPQ k2 k4 k7 —
ABEPk1k3k9—AEPK1k4k9 - EPk2k4k9—EPk10k2k8 Q —ABEPK1k3k8Q -
BEPKk10k3k8 Q- AEPk1k4k8Q - EPk10k4k8 Q- EPk2k4k8Q,

—~E0k10k2 k4 + EP k10 k2 k4 + EPQk10k2 k4 — EOk10k2 K5 + EP k10 k2 K5 +
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EPQk10k2k5 — AB EOk1k3Kk5 + ABEP k1 k3Kk5 + ABEPQKk1 k3 K5 —
BEOk10k3 k5 + B EP k10k3 k5 + B EPQk10k3 K5 + EPQk10k2 k6 +
ABEPQKk1k3k6 + BEPQk10k3k6 + AEPQ k1 k4 k6 + EPQ k10 k4 k6 +
EPQk2k4 k6 + ABEP k1k3k9 +AEP k1 k4 k9 + EP k2 k4 k9 + A EP k1 k5 K9 +
EP k2k5Kk9 + B EP k3 k5 k9, EAB K5 — EPQK6 — EPQK7 + EPK8 Q,
~BEOK10k3 + BEABK10k3 + B EP k10k3 + B EPQk10Kk3 + EAB k10k4 +
EPQKk10K7 - BEPQk3k7 + BEPk3k9 - EPk10k8 Q + BEPk3k8 Q,
—~EOKk10k2 + EABK10k2 + EP k10k2 + EPQk10k2 — AEPQk1 k7 — EPQk10K7 —
EPQk2k7 + AEPK1k9+ EPk2k9 + AEPk1k8Q + EPk10k8 Q + EPk2k8 Q,
—~ABEOK1k3+ABEABKL1k3+ABEPKLk3+ABEPQKLk3+AEABKLK4+EABK2k4 +
AEPQK1K7 + EPQk2Kk7 + BEPQk3k7 - AEPk1k8Q - EPk2k8 Q - BEPk3k8 Q,
—~EOK10 + EAK10 + EAB K10 + EP k10 + EPQk10 — EPQK7 + EPK9 + EP k8 Q,
BEAK3 - EABk4 — EPQK7 + EPKk8Q,
~AEOK1+AEAKL+AEABKL +AEPKL+AEPQKL +EAK2+EPQK7 —EPK8Q,
e — EO + EA + EAB + EP + EPQ}

Map[Intersection[{e, EA, EAB, EPQ, EP, v}, #] & Map[Variables, GB]]

{{v}, {EP, v}, {EP, v}, {EP, v}, {EP, v}, {EP, v}, {EP, EPQ, v}, {EP, EPQ, v}, {EP, EPQ},
{EP, EPQ, v}, {EP, EPQ, v}, (EP, EPQ}, {EP, EPQ}, (EP, EPQ}, {EAB, EP, EPQ},
{EAB, EP, EPQ}, {(EAB, EP, EPQ}, {EAB, EP, EPQ}, {EA, EAB, EP, EPQ},

{EA, EAB, EP, EPQ}, {EA, EAB, EP, EPQ}, {e, EA, EAB, EP, EPQ}}

Solve[GB[[1] =0, v]

{{v - (EO K10 k2 k4 k6 k9 + EO k10 k2 k4 k7 k9 + EO k10 k2 k5 k7 k9 + A B EO k1 k3 k5 k7 k9 +
BEOK10k3 k5 k7 k9 — EOk10 k2 k4 k6 k9 P — EOk10k2 k4 k7 k9P —
EOk10k2k5k7k9P —-BEOk10k3k5k7k9P —EOk10k2k4 k6 k8 P Q)/

(K10 k2 k4 k6 + k10 k2 ka4 k7 + k10 k2 kK5 k7 + A B k1 k3 k5 k7 + B k10 k3 K5 k7 +
ABKLK3Kk5K9 + ABk1k3k6 k9 + AkL ka k6 k9 + k2 ka k6 k9 +
ABKLK3Kk7 K9 + AkL k4 k7 k9 + k2 kd k7 k9 + AkL k5 k7 k9 +
k2 k5 k7 k9 + B k3k5 k7 k9 + k10 k2 k4 k8 Q + k10 k2 k5 k8 Q +
ABKLk3k5k8Q + Bk10k3k5k8Q + k10k2 k6 k8 Q + ABKLKk3K6k8 Q +
Bk10k3k6 k8 Q + AkL k4 k6 k8 Q + k10 k4 k6 k8 Q + k2 k4 k6 k8 Q)})

Die Losung v beschreibt die Anderungsrate der Reaktion in Abh&ngigkeit von den zugefiihrten A, B und
den erzeugten P, Q und der Total-Enzymmenge EO.

(O R R | 21 of 23
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Formeln fur Impfstoff -Wirksamkeit: Zusammenhange der Form
& Zusammenhange bekannt in der Form

a;=nvqg0z+n(l-v)e; e ez,

ag =NV g2 (1-gz)+n@d-v)e; e (l-ej3),
as=nvg(1-g2)gz3+n(l-v)e; (1-ey)es,

ap=nvg (1-g) 1 -gz)+nld-v)e; (1-ey)(1-ej3),
az=nv(l-qy)qgz+nl-v)(l-ey)e;esz,
a=nv(l-gq)da(1-g3)+n@d-Vv)(l-e1)er(1-e3),
ap=nv(l-9q)Q-g)gz+nd-v)(1-e1)(1-ey)es,
a=nv(ld-q)d-g2)A-0gz)+n(1-v)(1-e;)(1-e)(l-e3)

— Gesucht: Formel fir v in Abhangigkeit von ag, a4, a,, as, as, as, ag, az.

Losung

G={-a;+nvg; g2 gz +n(1-Vv)e, e es,

—ag+Nva; g2 (1-g3)+n(l-v)e; e, (1-e3),
—as+Nva(1-0g2)gz+n(@d-v)e; (1-ey)es,

—a4+nvg (1-g2)(1-gz)+n(l-vie; (1-ep)(1-e3),
—a3+nv(l-0)g20z3+n(l-v)(1-e1)e; e,

- +Nv(1-g1) g (1-0g3)+nl-v)(1-ey)e, (1-e3),

-3 +nv(l-gq)A-g)gz+n(l-v)(1-e)(1-ep)es,
—ap+nNv(1-01)A-g)@A-gz)+n@-v)(1-e1)d-ey)d—-e3z);

| elim = SingularEliminate[G, {n, d1, dz, ds, €1, €2, €3}, Ao, a1, az, as, a4, as, A, a7}]

2.2 .2 2, .2 2 2. .2 2\ .2 A2 2
(afajay —agay ayaza; +ajayagay +a; azaga; +(V—v-)aga;s a; +
(-1+2v-2Vv¥)agasajas +(v-v®)alaja; +(-1+2v-2v¥)agay a3 aj +

1+2v-2v%)a; aaja; +(v-v?)ajaja +(-1+2v-2v’)ag a3 aj +

(

(2v-2Vv?)a a3 af +(2v-2v¥)ap a3 aj + (v-Vv’)aga; —a; ap ag ay +

(2v-2v¥)agajaj +(-1+2v-2v7)a; ajaj +(-1+2v-2v*)a, a3 a; +

(-1+2v-2v¥)ajaj +(v-Vv’)aja; —aga; a5 as as +a; a3 ay as —

arayasas +(1-2v+2v?)ajapagas as + (-2 -4v+4v°)aga; a, az ag as +

(1-2v+2v¥)alayagasas +(L-4v+4v?)agas azay as +

(-4v+4v?)a @ aga, as +(-2v+2v?)aj az a4 as +aj a3 ag as —

agayajasas +(-4v+4vi)agaazasas +(L-4v+4v’)a; a, a3 a as +

(-4v+4v?)alalasas —aga; ag as +(—2V+2V7)a, a3 a4 as +a; a5 ag as +

1—4v+4v2)a0 a, ag a3 as +(—4v+4v2)a1 a, ag a3 as +(2—4v+4v2)a§ ag a3 as +

1+2v-2V¥)apajajas +(-1+2v-2v¥)a ajajas +(1-2v+2v’)a, a3 af as +
1+2v—2v2)a§ a3 as +(—2v+2v2)a2 az a2 as +(2v—2v2)a§ a3 as +

v-v¥)ajajal+(-1+2v-2v¥)aga; a5 as +(v-v?)alas ai +(2v-2v¥)ag a3 ai +

(
(
(
(
(-1+2v-2v¥)a; a3 ad +(v-Vv)a a +ajay ag a5 —ag a; a, az a; +
(1+2v-2v¥)agaazal +(-1+2v-2v%)a ajaz as +(2v-2v®)a; ag a +
ajajai+agayajas +(v-vi)asajal +(-1+2v-2v?)aga; as a; +
(1+2v-2v¥)a aias a5 +(-1+2v-2v*)ajas a +(-4v+4v?)aga, agag ag +
1-4v+4v®)a ey azasas +(1-2v+2v?)ajagas al +ag a3 a, a3 +
2-4v+av¥)apajasal +(v-v?)aja; al +(-4v+4vi)ayaga; a +(v-v’)aj aj ag +
1+2v-2V¥)agasad +(2v-2v¥)a;asad +(-1+2v-2v?)ajal —apap az a3 +

1+2v-2v?)a5asal +(2v—2v2)a§ a, a3 +(—2v+2v2)a2 agay as +

(
(
(
(
(

v-vZ)ajas —apa ayasas —a; apas as +a; as a4 86 +(1-2v+2v?)aj a; agag as +
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1-4v+4vi)agalazasas +(-2v+2v7)aj agas as +(-2-4v+4v°)ag a; a, az a4 ap +
4v+4v®)alasazasas +(1-2v+2v7)a, a5 ag as 8 + a5 a3 ay 8 +

4v+4v¥)aga a3 ay ag +(—4v+4v2)alajas a5 —ag ay a3 a4 ap +

1-4v+4v®)a; a,aias as —ao a3 ay ag +(-2V+2Vv°)ay a3 ay ag +a; a a5 ag +

1-4v+4vi)agay azagas+(2-4v+4v®)aagaj as + (-4v+4v?)a; ap az aj as +
1+2v-2v%)agajajas+(1-2v+2v%)a; a5 aj ag +(-1+2v-2v?)ay a3 aj as +
1+2v-2Vv?)ajaas +(-2v+2v%)a; aza; as +(2v-2v%)aj a; as +

= 2v+2v)a0a1a2a5a6+(1—4v+4v2)a0aia2a5a6+(—2v+2v2)afa2a5a6+

1-4v+4vi)agay asasag +(2-4v+4v®)aasas as +(-2v+2v?)a; a as ag +

(
(-
(-
(
(
(
(-
(
(
(-1+4v-4v®)ajazasag +(-1+8v-8v?)aja; azas ag +(4v-4v*)ag aj az as as +
(-1+8v-8v¥)aja,azasas +(-2+4v-4v*)aga; a, ag as ap +
(1-4v+avi)alayazasag +(4v-4vi)aga;azas as + (1 -4v+4v?)a; a5 az as as +
(8v-8v?)ajajasas +(-1+8v-8Vv’)aga; a3 asas +(-1+8v-8Vv*)aga, aj as as +
(1-2v+2v¥)a @ ajasag +(-1+4v-4v¥)ag a3 as as +

(-2- 4v+4v)aoa1a2a4a5aG+(—4v+4v2)a§a2a4a5a6+(—4v+4v2)a1a§a4a5a6+
(-1+8v-8Vv°)ajasasasas +(-2+4v-4v?)aga; aza, as as +
(1-4v+4avi)alazasasas +(-2+4v-4v*)ag ap ag as as ag +

(-2-12v+12v¥)a @y a3 as as ag + (L —4v+4v?) a5 az a4 as ag +
(8v-8v?)agajasasag +(-4v+4v’)a; a3 asas ag + (-4v+4v°)a, a5 a as as —
ajasasas +(1-2v+2v?)a @y a; as as +(4v—-4v¥)ag ag aj as as +
(1—4v+4v)a1a3a4a5a6+(1 4v+4v)a2a3aia5a6+(1+2v—2v2)a§aﬁa5ae+
aja,aias +(-4v+4vi)aga; @y al as +(-4v+4v?)al a al ag +
(1+2v-2v¥)agabaZas +(1-2v+2Vv)a; a3 aZ as +(2v-2v?)aj; aZ a +
(8v-8v®)ajazaias +(-1+8v-8Vv’)agas azas as +(8v-8Vv*)ag a, a ai ag +
(-4v+4avi)asayazaZas +(1+2v-2v?)a5 agai as + (8v-8v*)ag a3 aj ag +
apajaiag—apayasazag +(1-4v+4avi)a ayasaf as +(~-1+2v-2v?)aj a4 ag as +
(-1+8v-8v¥)agazasaZas +(1-2v+2v’)ay aza, ai as + (—4v+4v?)ay ag as a3 ag +
ajasaiag —apayagas +(-2v+2vi)a; aad ag + (-1 +2v-2v?)aj ag as +
(-1+4v-4v?)agazalas —a,azaias +(v—-v°)asajas +(2v-2v’)apa; aj +
(v—vz)a‘llag+(—1+2v—2v2)aoaia2a§+(—1+2v—2v)a§a2a§+

(v-v?)aZaja; +aja agas +(1+2v-2v’)agal azag +(2v-2v?)aj agaj -

agay aagag +(-1+2v-2v¥)alayazaj +aja;a +aoa; a3 ag +
(v-v?)aZajas+(-1+2v-2v¥)agajas a5 +(-1+2v-2v*)aj a, a5 +

1+2v-2v )a1 a2a4a§+(—4v+4v2)ao a; a3a4a§+(1—2v+2v2)a§ agay a; +
1-4v+4vi)a ayazasag +a9a3a4ag +(2-4v+4v°)a; ajas a3 +

?)al aj ag + ( 4v+4v®)ay agaj ag +(v-v?)aj a; a5 +aj a; as ag +

(

(

(v-

1+2v-2V? aoa asa; +(2v-2v°)a a5a +(-4v+4av? aoalazasa +
1 g 2 i 6 6

(1-2v+2v?)alayasa +(-4v+4v?)a, a5 as a3 +(8v-8v?)aj ag as ag +

(8v-8v¥)apa;azas a3 +(1+2v-2v¥)aagas as +(-1+8v-8v%)apay ag as a3 +

(-4v+4v®)a; ayazas ag +(8v-8v?)ay aj as ag +a; a3 as ag — ag a; a4 as ag +

(-1+2v-2v¥)afasasai +(1-4v+4vi)a ayasas a5 +(-1+8v-8v¥)apagaz as ag +

(—4v+4v2)a1a3a4a5a§+(1—2v+2v2)a2a3a4a5a§+a§a4a5a§+

ajaiaj+apajaa; +(v-vi)alala+agapasas +(2-4v+4vi)a aalag +
(v-v?)a3 ai ai +(8v-8v?)ag az ag a; +a ag ag a; +ap ag ag a +a; ag a +

(-1+2v-2v¥)agalad +(-1+2v-2v?*)aj a3 +(2v-2v°)al a; a3 —ag a; as ag +

(-1+2v-2v*)afagal +(2v-2v®)afa, af +(-2v+2v?)a; azas ag — ap & as ag +
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(-1+2v-2v?)afasad +(-2v+2v?)a @y as ag +(-1+4v-4v¥)ag az as ag -

a1 azasag+(v-v’)alag +(4v-4v?)aja; a,as a7 + (-1 +8v-8v?)ag aj a, as as +
~1+4v-4v¥)alapasa; +(-1+8v-8v¥)aga; a5 asa; +(8v-8v°)afaasa; +
—1+4v—4v2)a1 a3 a, ay +(—2v+2v2)a(3) asz ay ay +(1—4v+4v2)a(2) a; azay ay +
1-2v+2V¥)agalazasay +(1-4v+4v®)aia,azasas +

(
(
(
(-2+4v-4v¥)aga; @ azasas +(-1+8v-8v?)al ayagas as +
(1-2v+2v¥)agabazasar; +(-1+8v-8v%)ay ajazas a; +(2-4v+4v?)aj aa a7 +
(1-4v+4avi)agay ajasar +(1-4v+4v?)agay ajasar +(4v-4v7)a; ap a3 as az +
(-2v+2v¥)agajasa; +(-1+8v-8v?)aga; @y a; a7 + (8v-8v¥)al ay aj as +
(8v-8Vv?)ay a3 af as +(-4v+4v?)ajazajas +(-4v+4v)aga; ag aj ay +
ajagaja; +(-4v+4vi)aga aza; a; +(8v-8v?)ay ap az a; a7 +aj ag aj ay +
(1-2v+2v¥)agajasas +(1+2v-2v’)a;aaja; +(1+2v-2v¥)ay a3 a; a; +
(2v—2v2)a§aia7+(—1+4v—4v2)a1a2a3a7+(—2v+2v2)aoa3aia7—
aragaya; —apagaya; +(-1+2v-2v¥)ajaja; +(-2v+2v¥)ag ap as ay +
(1—4v+4v2)a(2)a1a2a5a7+(1—2v+2v2)a0aia2a5a7+(—4v+4v2)aga§a5a7+
(-4v+4v?)agay a3 as a; +a; a5 as ay +(-2V+2v?)a & as ay —
a1 a3 asa; —agag as ay —ag a1 4z as az + (—4v+4v’)ajay azas as +
(-2-4v+4v¥)aga;ayazasay +(1-4v+4v°)agas as as a; —a; a5 ag as az +
a§a§a5a7+(1—2v+2v2)a0a2a§a5a7+(1—4v+4v2)aéa2a4a5a7+
(-2+4v-4v¥)aga;ayasasa; +(-1+8v-8v?)a ayas as as +
4v+4v®)agasasasa; +(8v-8v?)ay a5 as as ay — aj ag as az +
4v+4vi)ajazasasar +(-2-4v+4v?)aga; agay as a +

2-12v+12V?)ag @y ag as @s az + (-2 +4v-4v?)a; ay ag a4 as a; +

(-
(-
(-
(-4v+4v?)alazagas a; +(-4v+4vi)agaj asas a; + (L-4v+4v?)a, a5 a4 as ay +
(1-2v+2v¥)agayajasas +(-1+8v-8Vv)a; @, a as a; +a5 a; as az +
(1-4v+4vi)agazajasa; —a;aza; as as +(-4v+4v?)ay az a; as as +

(-1+2v-2v¥)ajajasa; +(2-4v+4v®)ajaaia; +(1-4v+4vi)aga; @y aZ as +
(1-2v+2v¥)agaaga; +(1+2v-2v¥)a, a3 as a; +(-1+2v-2v°)ajaia; +
ajagasa; +(-4v+4vi)agapagasa; +(-1+2v-2v°)ajazaia; +
(1—4v+4v2)a0a2a4a§a7+(4v—4v2)a1a2a4a§a7+(1+2v—2v2)a§a4a§a7+
(1-2v+2v¥)agazasas a; +(1-4v+4v?)a, azay ai ay +
(—2v+2v2)a0a2a§a7+(2v—2v2)a§a§a7+(—2v+2v2)aga1a6a7+
(-4v+4v?)ajalagar +(-2v+2Vv7)agaj asas +(1-4v+4v?)ad a; ap ag as +
(-4v+4vi)agal ayasas —a; @ ag as +(1-2v+2v?)ag a; a5 ag ay +a; aj ag az -
agazasas +(-4v+4vi)ajasagagas +(1-4v+4v?)a al agag as —

ajaazagas +(-2-4v+4v®)aga; @ ag as ay — a; a, az ag az +

ajajasas +(1-2v+2v?)agay a3 as a7 +(1-4v+4v?)aja; asa a7 +
(-4v+4avi)agal asagas —a; asag a7 + (-2 +4v-4v7)aga; a ay as az +
8v-8vi)alayasasar +(-1+8v-8v¥)a a3 a, as as +(-4v+4v?)aj aza, ag as +
~2-12v+12v%)ag a; a3 a, s a7 + (-4 v+ 4v?)aZ ag as ag az +
—2-4v+4v¥)agayagas as a7 + (-2 +4v-4v¥)a; ay aza, ag a7 +
—4v+4vi)agaiasasar +(1-4v+4avi)a ajasasas +(1-2v+2v?)ag as aj as az +
ajajaga; +(-1+8v-8v¥)a; ayajagay +(1-4v+4v?)agazaj; as a; +
(-4v+4vi)a azajagar —@ aga; agay +(-1+2v-2v°)aj aj asa; —ag as as az +
(-4v+4avi)ajayasagas +(L-4v+4v?)agal as as az + (-4v+4v’)aj ay as ag as +

(-2-12v+12Vv?)ag a; & as ag a7 + (—4v+4v?)al a, as a az +
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1-4v+4v?)agalasasay +(-4v+4v®)a; a5 as as a; +(8v-8v°)aj as as as ay +
2+4v-4v®)aga; azas ag as +(-2+4v-4v’)ag ay ag as ag az +

2-4v+4v
2-4v+4v
2+4v—-4v

(-2-4v+4v®)a;azasas agas + (-2 -4v+4v7)a, aza, as 8 ay — a3 ay as g a7 +

a1 883858 a7 +(-1+8v-8v?)agaj as ag a; —ag ay as 8 a7 +

- Qo &y 84 a5 8 A7 — 2 Ay A5 8 a7 + (—2 -4V +4V?)ag @, a4 s ag a7 +

( )
( )
( *)as ap a4 85 @ a7 — 85 a4 As g a7 + (—2+ 4V —-4v®)ag ag ay as 8 a7 +
)
ajaZasas +(1-2v+2v¥)agay aZ ag as +(-4v+4v?)ag a af ag a7 +
(1-4v+avi)ayapalasas +(-1+2v-2v’)asaiagas +(-1+8v-8v*)agazaj ag as -
aazaiasas +(2-4v+4avi)aja; aa; +(1-2v+2v?)agal aj ay +

2\ A3 L2 2 2 2\ A2 2
(-1+2v-2vi)ajaga; +(1-4v+4vi)aga; axagay +(1+2v-2v°)aj a, agas +
ajazagay +(-4v+4v®)aga azaga; +(-1+2v-2v*)alazajas +
(1-4v+4v¥)aga agaga; +(1+2v-2v?)alas a5 a; +(4v-4v?)a; ay a4 ag ay +
1-2v+2v¥)agagasaga; +(1-4v+4v?)a, aza, a5 a; +ag as ag as +
~4v+4v¥)aga asagay +(-1+2v-2v?)aZ as ag a7 + (1 —2v+2v?)ag a as ag ay +
1-4v+4v®)a; aasaga; +(-1+8v-8v%)agas as ag a; —ay az as ag ay +
—2v+2V¥)aga; aga; +(2v-2v?)al ala; +(v—-v’)ag as +(2v-2v?)ag a; a5 +

v-Vv’)ajajal+(2v-2v’)ajayal +(1+2v-2v®)aja; a aj +aga; a, as +

(
(
(
(
(
(v-v?)a§ a3 aj +ag a; a3 a5 +a2 a3 a5 +(-1+2v-2v?)a3 ag a5 +
(-1+2v-2v¥)aja;azaj +(-1+2v-2v?)aj a,aza —ag a; a, az a; +

(v-v?)adajas +(2v-2v?)ajasas +(1+2v-2v®)aia; a; a5 +agaj as a3 +
(1+2v-2v?)ajaya, a5 +(8v-8v*)agas ay a4 a5 +(8v-8v)al ayas a5 +ag a5 a, a5 +
(8v-8v*)a;a5as a7 +(1-2v+2v?)aj aza, a5 +(-4v+4v¥)ag a; agag a5 +
(-4v+4avi)agayazas al +(-1+8v-8Vv’)a ayagas a5 + (—4v+4v)ag a3 as a5 +

(

v-v®)ag a; a5 +ag a; a; a5 +at a; a; +ag ap a; a5 +(8v-8v¥)ay ap a; a5 +

asajal+(2-4v+4vi)agagajal+a; aza; as +ay aza; as +(v—v')a3 aj a; +
(-1+2v-2Vv?)ajasal +(-1+2v-2v®)aja; as a3 +(1-2v+2v?)aj a, as a5 +
(-4v+4avi)agay apasad +(2-4v+4v?)agas as a5 +a; a5 as as +
(1+2v-2v¥)ajazasai +(1-4v+4vi)agayagas a5 + (-1 +2v-2v?)aj as as a3 —
apaiasasas +(-4v+4avi)agayagas a3 +(-1+8v-8v°)as a, a4 as a5 +

a3 a, as a§+(1—4v+4v2)a0 agasasas +(1-2v+2v?)ay aza, as a5 +

(v-v?)a§ ai aj +(-4v+4vi)aga alas +(v-v’)aj as as +(-1+2v-2v®) a3 ag a5 +
(1-2v+2v¥)ajajagal +(2-4v+4vi)agalagal +(-1+2v-2v’)ajay ag aj +
(-4v+4v?)agay @y ag aF +as apag a5 +(1+2v-2v?)ajazas a5 +

(1—4v+4v2)a0 a; ag ag a +(—l+2v—2v2)a§ a, ag a2 +(—4v+4v2)a0 a; a, ag as +

1-4v+4vi)agazasasas +(1-2v+2v’)a; a, as as a5 + (4v-4v?)ag az as ag a5 +

(
(
(v-v?)ajajal +(-4v+4v?)agas ajal +(v-v?)aZagal +(-1+2v-2v’)ajal +
(-1+2v-2v?)aja;ad +(-1+2v-2v’)aja,al —agas a a3 +

(2v-2v?¥)ajazal +(-1+2v-2v*)ajasal —agas as; a3 —ag A ag a3 +
(-1+4v-4v®)a;ayasa3 +(-2v+2v?)ag agag a3 +(2v-2v?)ag as ay +

(

—2v+2v%)ag ay as a3 +(2v—-2v?)aj as a3 + (—2v+2v%) ag a; as a3 + (v - v*)a as}

| Map[Variables, elim]

| a1, a2, a4, a0, a3, v, as, a6, a7}
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| Exponent[elim[1], v]
| 2

Diese quadratische Gleichung ist nun “einfach l6sbar”.
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Weiterfuhrendes Material
Extensive Literatur zu Grébner Basen!

“Googleing” nach “Grdbner bases” bringt ~123.000 matches (Stand Mérz 2007), daher einige Startpunkte

Artikel & Originalmaterial (by Buchberger)

& [1] Bruno Buchberger’s Phd Thesis: Ein Algorithmus zum Auffinden der Basiselemente des Restklassen—
rings nach einem nulldimensionalen Polynomideal (An algorithm for finding the basis elements of the
residue class ring of a zerodimensional polynomial ideal). Doctoral Thesis, Mathematical Institute, Univer—
sity of Innsbruck, 1965. Originally in german. English version available in JSC Volume 41, Issues 3-4,
2006.

& [2] Der 1970 Artikel: Ein algorithmisches Kriterium fir die Losbarkeit eines algebraischen Gleichungssys—
tems (An algorithmic criterion for the solvability of algebraic systems of equations). Aequationes Math.4
(3),374-383. Originally in german. English version available in [5].

& [3] Der 1985 Artikel (aka the “Bose paper”): Grobner Bases: An Algorithmic Method in Polynomial Ideal
Theory. In: N.K.Bose. Multidimensional Systems Theory, Reidel Publishing, 1985. Very good survey!!!
Rich Literature, also to all earlier papers by Buchberger!!!

& [4] Introduction to Grébner Bases. In [5].

Bicher

& [5] Buchberger, Winkler (Eds.): Grébner Bases and Applications. Proceedings of the International Confer—
ence “33 Years of Groebner Bases”. 1998, RISC, Austria. In: London Mathematical Society Lecture Note
Series, Volume 251. Cambridge University Press.

& [6] Becker, Weispfenning: Grébner Bases: A Computational Approach to Commutative Algebra. New
York: Springer-Verlag, 1993.

& [7] Cox, Little, O’'Shea: Ideals, Varieties, and Algorithms: An Introduction to Algebraic Geometry and
Commutative Algebra, 2nd ed. New York: Springer-Verlag, 1996.

Web

& Grobner bases bibliographic database: organized by Buchberger in the frame of the Special Semester on
Grobner bases, 2006. Searchable by categories, downloadable versions of papers, etc. Very nice!
http://www.ricam.oeaw.ac.at/Groebner—-Bases—Bibliography/index.php

& Bruno Buchberger's page about Grobner bases:
www.risc.uni-linz.ac.at/people/buchberg/groebner_bases.html

Grobner Basen in Biologie
& Bernd Sturmfels (Berkeley): Algebraic Statistics

& Reinhard Laubenbacher (Virginia Tech Institute): Reverse-Engineering von biologischen Netzwerken



