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1. Algorithmen

1.1. Was ist ein Algorithmus?

Der Begriff des Algorithmus ist in der Mathematik von alters her gebrauchlich. In-
tuitiv verstehen wir darunter ein Verfahren, welches von einer Anzahl von Grunddaten
(Eingabe des Algorithmus) ausgeht und nach einer endlichen Anzahl wohldefinierter,
effektiver Schritte eine Anzahl von Resultaten (Ausgabe des Algorithmus) liefert. Als
Urahn aller Algorithmen wird vielfach der Euklid’sche Algorithmus zur Berechnung des
groften gemeinsamen Teilers natiirlicher Zahlen angesehen. Man findet ihn bereits im
7. Buch der “Elemente” von Euklid (~ 300 v.Chr.), viele Gelehrte vermuten jedoch,
daBl es sich dabei eigentlich um Euklid’s Fassung eines auf Eudoxus (~ 375 v.Chr.)
zuriickgehenden Algorithmus handelt.

Euklid’scher Algorithmus (moderne Fassung):

Zu zwei gegebenen natiirlichen Zahlen m und n in N U findet der Algorithmus ihren
groBten gemeinsamen Teiler (ggt).

(1) [n =07?] Ist n = 0, so endet der Algorithmus mit m als Resultat.

(2) [m (mod n)] Setze I + m (mod n), m < n, n < | und fahre mit Schritt (1)
fort. m

Die Korrektheit des Algorithmus sieht man unmittelbar aus der Beziehung

ggt(m, n) = ggt(n, m —q-n),
wobei ¢ eine beliebige ganze Zahl ist.

Als Beispiel dafiir berechnen wir etwa den grofiten gemeinsamen Teiler der beiden
Zahlen 40902 und 24140:

£gt(40902, 24140) = ggt (24140, 16762) = ggt(16762, 7378)
— ggt(7378,2006) = ggt(2006, 1360)
— ggt(1360, 646) = ggt(646, 68)
= get(68,34) = ggt(34, 0)

= 34.

D mit N bezeichnen wir im folgenden immer die natiirlichen Zahlen, also N = {0, 1,2,3,.. }
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Im Folgenden wollen wir einige Aspekte des informalen Begriffs “Algorithmus” und
“durch einen Algorithmus berechenbare Funktion” zusammenstellen. Oft beschrianken
wir uns auf Algorithmen, welche als Eingabe ein k—Tupel natiirlicher Zahlen nehmen
(fiir ein festes k) und als Ausgabe eine natiirliche Zahl liefern. Ein Algorithmus berech-
net also eine zahlentheoretische Funktion. Praktisch ist das keine Einschrankung, da
alle interessanten und verniinftigen Ein— und Ausgabemengen in den natiirlichen Zahlen

kodiert werden konnen.

Es ist wichtig zu unterscheiden zwischen dem Begriff des Algorithmus, d.h. der
Rechenvorschrift, Prozedur, und dem Begriff der durch einen Algorithmus berechen-
baren Funktion, d.h. der durch eine Rechenvorschrift gegebenen Abbildung. Ein und

dieselbe Funktion kann durch viele verschiedene Algorithmen gegeben sein.
Einige Beispiele fiir Funktionen, fiir die ein Algorithmus bekannt ist:
a. \r,y.x +vy.
b. Az.(z—te Primzahl). Ein Algorithmus ist zum Beispiel das Sieb des Eratosthenes.
c. Az,y.ggt(z,y). Dazu kann man den Euklidschen Algorithmus benutzen.

d. Az.(die natiirliche Zahl <9, die als z—te Ziffer in der Dezimaldarstellung von 7 =
3.14159. .. vorkommt). Etwa durch Quadratur des Kreises mittels der Simpson
Regel.

Def. 1.1.1: (informal) Wir fithren einige Eigenschaften an, welche man iiblicherweise
mit dem informalen Begriff des Algorithmus verbindet. Davon sind die Eigen-
schaften (1) — (5) praktisch von allen Mathematikern und Computerwissenschaftern
als notwendig anerkannt, iiber (6) — (10) gibt es gelegentlich verschiedene Auffassun-

gen.

(1) Ein Algorithmus besteht aus einer endlichen Anzahl von Anweisungen oder In-

struktionen.

(2) Es gibt einen Rechner, Mensch oder Maschine, der diese Instruktionen ausfithren
kann.

(3) Es besteht die Moglichkeit, Rechenschritte abzuspeichern und aus dem Speicher

wieder abzurufen.

(4) Sei P eine Menge von Instruktionen wie in (1) und R ein Rechner wie in (2).

Dann besteht die Abarbeitung von P durch R in einem diskreten, schrittweisen
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Rechenvorgang (keine analogen Methoden).

(5) Die Abarbeitung von P durch R ist deterministisch, ohne Bezugnahme auf Zu-
fallsmethoden, z.B. Wiirfeln.

(6) Die Lénge der Eingabe ist nach oben hin nicht beschrankt. (Die Theorie der
Algorithmen beschaftigt sich mit der Frage der prinzipiellen Berechenbarkeit, ohne

Bezugnahme auf praktische Einschriankungen.)
(7) Die Anzahl der Instruktionen ist nach oben hin nicht beschrénkt. (Siehe (6).)
(8) Der verfiigbare Speicherplatz ist nach oben hin nicht beschréankt. (Siehe (6).)

(9) Der Rechner R kann nur eine endliche Anzahl von Typen von Instruktionen ver-

arbeiten.

(10) Eine a priori Schranke fiir die Anzahl der bendtigten Rechenschritte muf$ nicht

vorhanden sein. ]

Dieses intuitive Konzept eines Algorithmus bezieht seine Legitimitat aus der viel-
fach geteilten Uberzeugung, daB es moglich ist zu erkennen, ob ein Verfahren effektiv ist
oder nicht. Das mag noch angehen, wenn es sich darum handelt von einem vorgelegten
Verfahren zu entscheiden, ob es ein Algorithmus ist oder nicht. Die Intuition ist aber
von geringem Nutzen, wenn es darum geht von einem gewissen Problem nachzuweisen,
daf es keinen wie immer gearteten Algorithmus zu dessen Losung gibt. So gibt es z.B.
keinen Algorithmus, der fiir zwei beliebig vorgegebene Pascal-Programme entscheiden
konnte, ob sie das gleiche Input-Output Verhalten haben! Probleme dieser Art treten
sehr haufig in der theoretischen Informatik auf, und haben in den letzten Jahrzehnten
besondere Aufmerksamkeit erlangt. Eine wissenschaftlich einwandfreie Definition des

Begriffs “Algorithmus” ist also in hochstem Mafle wiinschenswert.

Ein wesentlicher Anstof3 zur exakten Fassung des Begriffs “Algorithmus” kam von
David Hilberts Programm, das das Ziel verfolgte, einen Algorithmus zu finden, der es

gestatten wiirde, von jeder logischen Formel iiber den ganzen Zahlen, etwa
ﬂ(ﬂn,x,y,z)( "y =", x-y-2#0, n> 2)

(Fermats Letzter Satz 2) ) zu entscheiden, ob sie giiltig ist oder nicht. Daf dieses

2) Die Giiltigkeit von Fermats Letztem Satz wurde 1994 von Andrew Wiles bewiesen. Zuvor war
diese Frage mehr als 300 Jahre lang ein offenes Problem.
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Vorhaben zum Scheitern verurteilt war, wurde 1931 von Kurt Godel 3) in seinem Un-

vollstandigkeitssatz nachgewiesen:

In jeder Axiomatisierung der Theorie der ganzen Zahlen gibt es Formeln, deren

Giiltigkeit sich im System weder beweisen noch widerlegen laft.

Um 1930 arbeiteten viele Mathematiker an diesem Hilbertschen Projekt, unter
ihnen A.M. Turing, E.L. Post, A. Church. Verschiedene Modelle fiir das intuitive
Konzept des Algorithmus wurden entwickelt: Turing-Maschinen von A.M. Turing %) |
ein ahnliches Modell von E.L. Post, der A-Kalkiil von A. Church. Es stellte sich jedoch

heraus, daf} alle diese Modelle dieselbe Berechnungspotenz besitzen.

Im folgenden wollen wir verschiedene Annaherungen an den Begriff der Berechen-

barkeit etwas naher betrachten.

3) K. Gédel: Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und verwandter Sys-
teme I, Monatshefte f. Math. u. Physik, 38, 171-198 (1931).

4) A.M. Turing: On computable numbers with an application to the Entscheidungsproblem, Proc.
London Math. Soc., 2/42, 230-265 (1936). Korrektur, ibid., 43, 544-546.
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1.2. Endliche Automaten und regulare Sprachen

Deterministische endliche Automaten

Beispiel 1.2.1: Wir wollen einen Automaten konstruieren, welcher Identifiers in einer
Programmiersprache erkennt. Ein Identifier ist dabei eine Folge von Buchstaben und

Ziffern, welche mit einem Buchstaben beginnt.

A:
cl|2|4]d Band
T Lesekopf
q Zustand

Der Automat A beginnt im Zustand gy am Beginn der zu lesenden Folge von Symbolen.
In jedem Verarbeitungsschritt liest A das Bandsymbol, auf welches der Lesekopf gerade
zeigt, nimmt einen neuen Zustand an und bewegt den Lesekopf um eine Position nach
rechts. Liest A im Zustand ¢y einen Buchstaben, so wird der Zustand g, angenommen,
ansonsten der Zustand ¢,. Wird im Zustand ¢, ein Buchstabe oder eine Ziffer gelesen,
so verbleibt A im Zustand ¢,. Wird im Zustand ¢, etwas anderes als ein Buchstabe
oder eine Ziffer gelesen, so wird der Zustand ¢, angenommen. Befindet sich A im

Zustand g,, so wird dieser beibehalten, unabhangig vom gelesenen Symbol.
o is der sogenannte akzeptierende (oder End-) Zustand.
Der Uberfiihrungsgraph von A sieht wie folgt aus:

Buchst. oder Ziffer

Buchst. Q
Start — - —
nicht nicht Buchst.
Buchst. oder Ziffer

e irgend etwas
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Beispiel 1.2.2: Ein Automat, der Folgen von 0 und 1 akzeptiert, in denen die Anzahl

der Oen und len beide gerade sind.

Moglichkeiten:

#1
#0 gerade ungerade

gerade qo q1
ungerade g q3

Uberfithrungsgraph:

Start

Wir wollen nun eine formale Definition fiir einen endlichen Automaten geben.

Def. 1.2.1: Ein (deterministischer) endlicher Automat (DEA) ist ein 5-tupel M =
(Q,%,0,q0, F). Dabei ist

@ eine endliche Menge (von Zustinden),

3. eine endliche Menge (Fingabealphabet),

qo ein Element von Q (Startzustand),

F C @ (Menge der Endzustinde),

0 eine Funktion von Q x ¥ nach ((jberfdhrungsfunktion).

Im folgenden sprechen wir meist einfach von einem “endlichen Automaten”, wenn wir

einen DEA meinen.

Die Uberfﬁhrungsfunktion wird folgendermaflen auf Strings beliebiger Lange iiber X
(also Elemente von ¥*) ausgedehnt. Wir bezeichnen die erweiterte Funktion ebenfalls
mit 4.

d(q,€) =¢q, (e ist der leere String) fiir beliebiges ¢ € Q,

d(q,za) = §(6(q, x), @), fiir bel. ¢ € Q,a € X, x € X*.
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Der String z € ¥* wird von M akzeptiert genau dann wenn 6(qo, x) € F.
Die von M akzeptierte Sprache (Teilmenge von X*) ist definiert als
L(M) :={x € ¥* | z wird von M akzeptiert }.

Wir sagen auch M akzeptiert die Sprache L(M). |

Reguldre Sprachen

Im folgenden brauchen wir einige Notationen. Sei ¥ ein Alphabet, also eine
endliche Menge von Symbolen, und seien L, Lq, Ly C ¥*, also Sprachen tuber ..
L:=%*\L (Komplement)
LioLy:={zy|x € L1,y € Lo} (Verkettung)
LY := {¢}
Li:=LoLi! fiir s > 1
L* :=J2, Lt (Kleene AbschluB)
Lt :=J2, L (positiver Abschluf)
Def. 1.2.2: Sei ¥ ein Alphabet. Ein regquldrer Ausdruck iiber X ist entweder
0, €, (fiir jedes Symbol « € ), oder

(r+s), (r-s), (r*), wobei r und s reguldre Ausdriicke sind.

Die Funktion L transformiert regulare Ausdriicke iiber ¥ in Untermengen von ¥*:
L) :=0, L(e) := {e}, L(a) := {a} (fiir jedes a € ¥0),
L(r+s) := L(r) U L(s),
L(r-s) := L(r) o L(s),
L(r*) := L(r)*.

Ist 7 ein regulérer Ausdruck, so heif3t L(r) die durch r bezeichnete requldre Menge oder

regqulare Sprache. [ ]

Streng genommen miifiten wir in obiger Definition natiirlich L((r + s)) schreiben

anstatt L(r + s), ebenso fiir r - s und 7*. Wir gestatten uns aber die abkiirzende
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Schreibweise, wenn kein Miflverstandnis moglich ist. Dabei vereinbaren wir folgende
Prazedenzregel: * vor - vor +.

Beispiel 1.2.3: Sprache der Identifiers L;: ¥ ={a,...,2,0,...,9},

Ly ={a}lu---U{z}) o ¥* =
L( (a+---+z) . (a+---+z+0+...+g)* )

Endliche Automaten und reguldre Ausdriicke erzeugen dieselben Sprachen.

Satz 1.2.1: Sei ¥ ein Alphabet, L C ¥*.
(i) L ist eine regulire Sprache
genau dann wenn

(ii) L ist die von einem endlichen Automaten akzeptierte Sprache.

Beweis: (i) = (ii): Sie t ein regulédrer Ausdruck iiber ¥, der die Sprache L bezeichnet.

(a) Zunéchst konstruieren wir einen neuen reguliren Ausdruck ¢’ iiber einem neuen
Alphabet Y/, so, daf} jedes Vorkommen eines z € ¥ in ¢/ durch einen eigenen Index
gekennzeichnet ist.

Zum Beispiel: t =a-a+ b* - a - b*,

tl=a1'a2+bT'ag'b;.
Sei nun L' := L(t').

(b) Ausgehend von ¢’ konstruieren wir nun folgende Mengen:

B ... mogliche Anfangssymbole von Strings in L/,
E ... mogliche Endsymbole von Strings in L',
S mogliche Paare aufeinanderfolgender Symbole in Strings in L'.

Zum Beispiel: B’ = {ay, by, a3},
E' = {as, a3, b},
S = {(ala a2)a (bla bl)a (bl’ 0’3)’ (a3’ b2)’ (b2’ b2)}

(c) Ausgehend von B’,E’ S’ konstruieren wir nun einen endlichen Automaten M,
sodal L = L(M), auf folgende Weise:
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Qo :={qo}; (fiir irgendein Zustandssymbol ¢q)
0(qo, @) :={a; | a; € B’} fir alle a € ¥
k =03
Q1:=QoU{(q, ) | x € X}
while Qk1 # Qk do
{k:=Fk+1;
0(q, @) := {e | es gibt ein B; € ¢ mit (8, ;) € S’}
fiir alle ¢ € Qk \ {qo} und a € ¥
Qr+1:=QrU{d(g, @) | ¢ € Qr,x € X} }5
Q = Qx

Diese Prozedur terminiert offensichtlich, da es nur endlich viele Symbole in ¥/ gibt.

Es ist klar, dal x € L genau dann wenn M, ausgehend von gy und dem Eingabe-
wort z, einen Zustand erreicht, der ein Element von E’ enthélt. Wenn wir also setzen
qEF <= qNE #0 firqe @\ {q}, und
qo € F:<==e€e€ L,

dann sind wir fertig.
Zum Beispiel: Q¢ = {qo},
6(qo,a) = {a1, a3} =: q1,
6(qo,b) = {b1} =: qo,
Q1 = {q0, 91, 92},
6(q1,a) = {az} =: g3,

d(q1,b) = {b2} =: qu,

d(qe,a) = {as} =: gs,

0(g2,b) = {b1} =: qo,
Q2 = {q0,---,q5},

d(g3,a) = 0 =: ge,

6(gs,b) = 0(q4, a) = 6(gs,a) = 0 = g,
6(Q47b) = 6(Q57 b) = {b2} = 44,

Q3 - {QOa .- 'aQG}7
(g6, a) = 0(ge,b) = 0 = g,
Q4= Q3.

Also Q = Qs = {qo,-..,¢6}, und F = {q1, a3, 94, ¢5}
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Uberfithrungsgraph: Start

(ii) = (i): Sei M = (Q,%,0,qo, F) ein endlicher Automat mit L = L(M). Fiir
beliebige Zustande ¢, p € @ betrachten wir die Mengen

Ryp:={z € X" |d(q,x) = p}.

Es gilt
L= U Rgg p- (1)

pEF

Nun sei @ = {qo,¢1,--.,¢-}. Fiir beliebige ¢,p € Q und 1 < j < r + 1 definieren wir:

Rg,p ={r € Ryp|dlg,y) €{qo,---,qj—1} fiir jeden Prefix y von z} (2)
und
po . JlaeX|d(g,a) =p}, falls ¢ # p, 3)
P {eeX|d(g,a) =ptU{e}, fallsq=p.
Dann gilt
Ryp= RZ,-;I- (4)

Fiir alle g, p ist Rg’p eine regulare Menge, da es die Vereinigung endlich vieler Mengen
{a},a € ¥, oder {e} ist. Weiters gilt
T, . . .
RZap - R?MJ U R‘Zlaqj °© (R‘leﬁqj)* © R‘ZIJ P (5)
Aus (5) sehen wir, daB RJ , (1 < j < r + 1) reguldre Mengen sind. Somit ist wegen

(4) und (1) auch L reguldr. Tatsdchlich haben wir sogar einen reguliren Ausdruck

konstruiert, der L bezeichnet. [ ]
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Beispiel 1.2.4: Wir betrachten den im ersten Teil des Satzes konstruierten Auto-

maten. Fir diesen gilt

L= Rqo,rh U Rqo,qs U Rqo,q4 U R(Im%‘

Ry, :Rgo,ql

Rgoaql = {a}’
Rl . ={a} U R) o(RY )*oR) ={a}

90,91 q0,91 q1,91 q1,4q1 ?

e N——— N~
{a} {e}* {e}

R: =...=R! ={a}

q0,91 40,91

etc. [ |

Der folgende Satz eignet sich oft sehr gut dazu zu entscheiden, ob eine vorliegende
Sprache regular ist oder nicht. Vereinfacht gesagt ist eine Sprache nur dann regular,
wenn geniigend lange Worter in ihr aufgeblaht werden konnen ohne die Sprache zu

verlassen. Daher kommt auch der Name fiir diesen Satz.

Satz 1.2.2: (Pumping Lemma) Sei L eine reguliare Sprache. Dann gibt es eine Kon-
stante n(€ N), sodafl jedes Wort z € L der Linge mindestens n (| z |> n) auf solche
Weise zerlegt werden kann in z = wvw, dafl | uv |< n, | v |> 1, und fiir alle i > 0 auch
wv'w € L. Die Konstante n ist dabei nicht groBer als die Anzahl der Zustinde des

kleinsten Automaten, der L akzeptiert.

Beweis: Sei M = (Q, 3,0, qo, F') ein endlicher Automat, der L akzeptiert. Sein =| Q@ |.

Wir betrachten nun ein Wort z, sodafl
z=ar1-ap €L und |z|=m>n.

Wenn wir mit ¢; denjenigen Zustand bezeichnen, welcher nach Abarbeitung von

a1 - - a; angenommen wird, so missen offensichtlich zwei solche Zustande identisch

. _-+am.

sein. Also fiir gewisse j,k (0 < j < k < n),

z kann also zerlegt werden in z = uvw, wobei

U=aQr--Qj, V=041 Qk, W= ksl Qnp- [}
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Beispiel 1.2.5: L = {a™b™ | m € N} ist keine regulére Sprache.

Angenommen L ware reguliar. Sei n die Konstante im Pumping Lemma. Wir
betrachten das Wort

z=a"b",
das natirlich in L enthalten ist. Wegen des Pumping Lemmas muf} z zerlegbar sein in
a™b" = uvw,

wobei [uv| < n, |[v] > 1, und uvw € L fiir jedes 4. Somit miifite gelten

a™ a™ a™bh", wobei n = ni +ng +nsz, ng > 1.
u v w
Aber a™ (a™2)2a™2b" ist nicht in L. Somit kann L nicht regulir sein. n

.2
Beispiel 1.2.6: L = {0° |7 € N} ist keine reguldre Sprache.

Angenommen L ware regular. Sei n die Konstante im Pumping Lemma. Wir
betrachten das Wort

z= 0"2,
das natirlich in L enthalten ist. Wegen des Pumping Lemmas muf} z zerlegbar sein in
o = uvw,

wobei |uv| < n, [v| > 1, und wviw € L fiir jedes i. Das ist aber fiir i = 2, also uv?w,

schon nicht der Fall. n? < |uv?w| < n% +n < (n + 1)%. Somit ist uv?w & L. n

Nichtdeterministische endliche Automaten

Man kann sich nun aber auch endliche Automaten vorstellen, die bei gegebenem
Zustand und Eingabesymbol nicht nur einen einzigen moglichen Nachfolgezustand
haben, sondern aus verschiedenen (oder auch gar keinen) Moglichkeiten fiir Nachfol-

gerzustande wahlen konnen.

Wie soll die Semantik eines solchen “nichtdeterministischen endlichen Automaten”
aussehen? Wenn im Zustand p der Automat das Symbol a liest und etwa {q1, ¢z}
fiir diesen Fall als mogliche Nachfolgezustande definiert sind, so kann der Automat
entweder in den Zustand ¢; oder in den Zustand g5 tibergehen. Der Automat akzeptiert

ein Wort w € ¥*, wenn es einen moglichen Berechnungspfad gibt, sodafl der Automat
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von einem Anfangszustand und Wort w auf dem Band zu einem Endzustand gelangen
kann.

Def. 1.2.3: Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein 5-tupel
M =(Q,%,,S, F). Dabei ist

@ eine endliche Menge (von Zustinden),
Y. eine endliche Menge (FEingabealphabet),
S C @ (Menge der Anfangszustinde),

F C @ (Menge der Endzustinde),

d eine Funktion von @ x X mnach 7P(Q), der Potenzmenge von @
( U berfihrungsfunktion).

Die ﬁberfﬁhrungsfunktion wird folgendermaflen ausgedehnt zu einer Funktion von () x
¥* nach P(Q). Wir bezeichnen die erweiterte Funktion ebenfalls mit 4.

o(q,€) ={q},  fiir bel. ¢ € Q,
0(q,za) ={p|p € 6(r, ) fiir ein r € §(q,z)}, firbel. g€ Q,z € X*, a € X.

Weiters dehnen wir ¢ aus zu einer Funktion von P(Q) x ¥* nach P(Q):
6(P,z) =Upep d(p 2), fiir bel. P C Q, x € ¥*.

Der String x € ¥* wird von M akzeptiert genau dann wenn 6(S,z) N F # ().
Die von M akzeptierte Sprache (Teilmenge von X*) ist definiert als
L(M) :={z € ¥* | z wird von M akzeptiert }.

Wir sagen auch M akzeptiert die Sprache L(M). n

Beispiel 1.2.7: Wir betrachten folgenden NEA M, wobei Q = {qo,¢1,¢2,43,94}, > =
{0,1}, S = {qo}, F = {g2, ¢4}, und die Uberfithrungsfunktion § durch folgende Tabelle
gegeben ist:

0 1
qo {QO, (13} {QO; Q1}
q1 0 {Q2}
q2 {(Z2} {Q2}
q3 {as} 0
Q4 {aa} {as}
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Der Uberfithrungsgraph dieses NEA M sieht folgendermaBen aus:

0,1
e

O)

Wenn der Automat die Moglichkeit hat, wie im Zustand ¢y bei Eingabe 0,
verschiedene Nachfolgezustinde anzunehmen, so konnen wir uns vorstellen, daf
entsprechend viele Kopien des Automaten hergestellt werden, deren jede eine dieser
Moglichkeiten realisiert. Diese Form der Abarbeitung eines Eingabestrings fiihrt zu
einem Berechnungsbaum. Wir stellen den Berechnungsbaum fiir den NEA M bei
Eingabe 01001 dar:

0 1 0 0 1
q0 - 4o » 4o * Jo » Go —3= g0
3 4] g3 q3 ;1

1
Q4 w——————p Q4

Die von M akzeptierte Sprache L(M) besteht aus all denjenigen Wortern, welche
00 oder 11 enthalten. ]

Es ist offensichtlich, dafl jeder DEA aufgefa3t werden kann als ein NEA, bei dem
eben die Menge der moglichen Nachfolgezustande jeweils eine einelementige Menge ist.
Somit ist klar, dafl jede Sprache L, welche von einem DEA akzeptiert wird, auch von

einem NEA akzeptiert werden kann. Interessanterweise gilt auch die Umkehrung.
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Satz 1.2.3: Sei M ein NEA und sei L = L(M). Dann gibt es einen DEA M' mit
L(M") = L.

Beweis: Sei M = (Q, X%, 4, S, F) der gegebene NEA. Wie konstruieren einen DEA M,
der die gleiche Sprache akzeptiert, indem wir jede Teilmenge von () als Zustand von

M’ auffassen. Alles iibrige ergibt sich dann fast von selbst. Wir setzen also
MI = (Q,7 E’ 5/7 Q(l)7 F’)?
wobei

Q' =P(Q) (Potenzmenge von Q),
§'(¢a)= | d(p, @) (=6(¢,0)), firqd €@,

pEq’
/
QO - 87

F'={qdeQ [dnF#0}
Nun sieht man leicht, daB fiir ein beliebiges Wort x = o ... a,, € X* gilt:

x € L(M)
0(S,z)NF #10

es gibt eine Folge von Teilmengen S = Qg,...,Q, von @, bzw. Zustidnden

Q6 = QU;' 7q1,1 = Qn von Mla sodaf} 5,(Q67a1) = qlla .- '75,(QH—laan) = qaa
und ¢/, N F # ()

8’ (qf,x) € F'

x € L(M"). u

Die Erweiterung des Begriffs des endlichen Automaten zu einem nichtdetermin-
istischen endlichen Automaten bringt also keine Potenzsteigerung der betrachteten
Klasse von Automaten. Diese Beobachtung werden wir auch spater wieder machen,

wenn wir uns mit Turing-Maschinen befassen.
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Neben den besprochenen Beschreibungsmaglichkeiten fiir regulére Sprachen (von
DEA akzeptiert, von NEA akzeptiert, durch einen reguldren Ausdruck erzeugt) gibt
es noch einige andere. So konnte man etwa auch regulare Grammatiken betrachten.

Diese fiilhren wiederum zur selben Menge der regularen Sprachen.

Endliche Automaten kann man natiirlich auch mit einer Ausgabefunktion versehen

und auf diese Weise Funktionen berechnen lassen.

Wir wollen auf diese Variationen aber nicht mehr naher eingehen sondern verweisen

auf die angefiigte Literaturliste, insbesondere [HU] und [LP].
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1.3. RAM und RASP

Definition 1.3.1: Eine RAM (random access machine) besteht aus einem
Eingabeband, einem Ausgabeband, einem Befehlszahler, einem Programm und einem

(unendlichen) Speicher.

3 2N EZY E7N S Eingabeband

r.——‘——.-—--u-————-——-—.———-—--—-.—-—-——-——-——-—]

I ro Akkumulator I
] Befehls— r1 l
zahler p—— Programm T2
| rs 1
| e l
| : l
l S _’h |
peicher
N IS |
Y
vilya lyshya oo, Ausgabeband

Das Eingabeband ist eine unendliche Folge von Feldern und das Ausgabeband ist eine
unendliche Folge von Feldern, von denen jedes eine ganze Zahl beinhalten kann. Der
Speicher ist eine unendliche Folge von Registern, deren jedes eine ganze Zahl aufnehmen
kann. Das Programm ist eine endliche Folge von (eventuell markierten) Instruktionen.
Jede Instruktion besteht aus zwei Teilen, einem Operationskode und einer Adresse (die
entweder ein Operand oder eine Marke ist).

Liste der RAM-Instruktionen:

Operationskode  Adresse Operationskode  Adresse
1. LOAD Operand 7. READ Operand
2. STORE Operand 8. WRITE Operand
3. ADD Operand 9. JUMP Marke
4. SUB Operand 10. JGTZ Marke
5. MULT Operand 11. JZERO Marke
6. DIV Operand 12. HALT
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Ein Operand kann wie folgt beschaffen sein:

. =i, die Bedeutung ist die ganze Zahl i selbst,

. 1, wobei ¢ eine nichtnegative ganze Zahl ist. Die Bedeutung ist der Inhalt des Registers
i,

. *¥i, die Bedeutung ist der Inhalt von Register j, wobei j die ganze Zahl in Register ¢

ist (indirekte Adressierung). Ist j < 0, so bleibt die Maschine stehen.

Um die Bedeutung einer RAM R zu definieren, ziehen wir die Speicherfunktion ¢ : Ny —

Z heran. c(7) ist der Inhalt des Speicherregisters ;.

Am Anfang der Berechnung ist c(i) = 0 fiir alle 4 > 0, der Befehlszdhler ist auf 1
gesetzt, und jedes Feld des Ausgabebandes enthalt Blank. Bis auf endlich viele Aus-
nahmen sind alle Felder des Eingabebandes leer. Der Lesekopf zeigt auf das erste Feld
des Eingabebandes und der Schreibkopf zeigt auf das erste Feld des Ausgabebandes.
Das Feld, auf welches der Lese— bzw. Schreibkopf gerade zeigt, heiflit das aktuelle
Eingabe— bzw. Ausgabefeld. In jedem Schritt der Berechnung wird diejenige Instruk-
tion ausgefiihrt, auf die der Befehlszahler gerade zeigt, also die k—te Instruktion, wenn
k der Inhalt des Befehlsziahlers ist. Nach Ausfithrung der k-ten Instruktion von R
wird der Befehlszahler automatisch auf k£ + 1 gesetzt, wenn die k—te Instruktion nicht
eine der Anweisungen JUMP, HALT, JGTZ oder JZERQ war. Die Berechnung endet, wenn
die Instruktion HALT abgearbeitet wird, oder zu einer Marke gesprungen wird, die im

Programm nicht vorkommt.

Um die Bedeutung einer Instruktion anzugeben, definieren wir v(a), den Wert des
Operanden a, wie folgt:

v(=1)=14, v(i)=c(), v(*i)=-c(c(i)).
Die folgende Tabelle gibt die Bedeutung der einzelnen Instruktionen an. Instruktionen,
deren Bedeutung in der Tabelle nicht definiert ist, wie etwa STORE =i, haben dieselbe

Bedeutung wie HALT. Ebenso beendet eine Division durch 0 die Berechnung.

Instruktion Bedeutung
1. LOAD a c(0) < v(a)
2. STORE i (i) « ¢(0
STORE *i c(c(i)) < ¢(0)
3. ADD a c(0) « ¢(0) + v(a)
4. SUB a c(0) « ¢(0) — v(a)
5. MULT a c(0) < ¢(0) - v(a)
6. DIV a c(0) « [¢(0)/v(a)]
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7. READ i ¢(i) < Symbol im aktuellen Eingabefeld. Der Lesekopf wird
um eine Position nach rechts gertickt.
READ *i c(c(i)) < Symbol im aktuellen Eingabefeld. Der Lesekopf
wird um eine Position nach rechts geriickt.
8. WRITE a v(a) wird in das aktuelle Ausgabefeld geschrieben. Der
Schreibkopf wird um eine Position nach rechts gertickt.
9. JUMP b Der Befehlszahler wird auf die Nummer der Instruktion mit
der Marke b gesetzt.
10. JGTZ b Falls ¢(0) > 0, dann wird der Befehlszéhler auf die Nummer

der Instruktion mit der Marke b gesetzt. Andernfalls wird der
Befehlszahler um 1 erhoht.

11. JZERO b Falls ¢(0) = 0, dann wird der Befehlszihler auf die Nummer
der Instruktion mit der Marke b besetzt. Andernfalls wird der
Befehlszahler um 1 erhoht.

12. HALT Die Berechnung endet.

Die Bedeutung der RAM R ist die durch R definierte Abbildung von Eingabebiandern
zu Ausgabebindern. Da die Berechnung von R nicht auf allen Eingabebandern ter-
minieren muf, ist diese Abbildung nur eine partielle Abbildung. Diese Abbildung kann

nun in verschiedener Weise interpretiert werden, etwa als Funktion oder als Sprache.

Die RAM R lese immer genau n Zahlen z4,...,x, vom Eingabeband, und schreibe
genau eine Zahl y auf das Ausgabeband oder terminiere nicht. Damit ist implizit die

(partielle) Funktion

fa 2,) = y falls R auf x4, ..., z, terminiert und y schreibt
Lees™n) =\ L falls R auf 1, ..., 2, nicht terminiert

erklart. Wir sagen R berechnet die Funktion f.

Man kann R auch auffassen als Akzeptor einer Sprache *) iiber einem Alphabet
{a1,...,ar}. Das Symbol «; kann kodiert werden als die ganze Zahl . Ein Wort
wird so auf das Eingabeband geschrieben, dal die Kodes fiir die einzelnen Symbole
nacheinander in die Eingabefelder geschrieben werden und als Abschlufl in das nachste
Feld eine 0 geschrieben wird. Man sagt nun das Wort s wird von R akzeptiert, wenn

R das Wort s und das Markierungssymbol 0 vom Eingabeband liest, eine 1 in das

Vgl. Sektion 1.2. Ein Alphabet Y. ist eine endliche Menge von Symbolen. Ein Wort
w iber ¥ ist eine endliche Folge von Symbolen aus ¥. Eine Sprache L iiber X ist eine

Teilmenge von ¥*, der Menge aller Worter iiber .
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erste Feld des Ausgabebandes schreibt, und halt. Die von R akzeptierte Sprache ist die

Menge aller Worter, die von R akzeptiert werden. [ ]

Beispiel 1.3.1: Wir betrachten die Funktion f(n), gegeben als

f(n) = {n falls n positiv ist
0  sonst.

n

Ein Programm zur Berechnung von f(n) (in einer PASCAL-dhnlichen Sprache) kénnte

wie folgt aussehen:

begin
read rl;
if r1 <0 then write 0
else
begin
72 < 11;
r3+rl—1
while 73 > 0 do
begin
r2 < r2xrl;
r3+r3—1
end;
write 72
end
end

Ein entsprechendes RAM Programm ist

RAM Programm: entsprechende PASCAL
Statements:
READ i read rl
LOAD 1
JGTZ pos } if r1 < 0 then write (
WRITE =
JUMP endif
pos: LOAD 1 } r2 < rl
STORE 2
LOAD 1
SUB =1 } r3+—rl—-1
STORE S
while: LOAD 3
JGTZ continue } while 73 > 0 do
JUMP endwhile
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continue:

endwhile:

endif:

LOAD 2
MULT 1 r2+r2xrl
STORE 2
LOAD 3
SUB =

3

1 } rd+—r3—1
STORE

JUMP while
WRITE 2 write r2
HALT

Beispiel 1.3.2: Wir erzeugen ein RAM Programm, welches die Sprache iiber dem

Alphabet {1, 2} akzeptiert, die aus allen Wortern mit gleich vielen 1en wie 2en besteht.

Das Programm liest jedes Eingabesymbol in Register 1 ein. In Register 2 wird jeweils

die Differenz der Anzahl der bereits gelesenen len und 2en gespeichert. Sobald das

Programm zum Endsymbol 0 kommt, priift es, ob die Differenz 0 ist. Wenn ja, so wird

1 ausgedruckt und das Programm halt. Wir nehmen an, dal 0, 1 und 2 die einzigen

moglichen Eingabesymbole sind.

Ein Pidgin-PASCAL Programm konnte wie folgt aussehen:

begin

d < 03
read z;
while z # 0 do
begin
ifr#1thend<«+d—1elsed<+ d+1;
read z
end;
if d =0 then write 1

Ein entsprechendes RAM Progamm ist

while:

LOAD =0 d+ 0
STORE 2
READ 1 read r

LOAD while z # 0 do
JZERO endwhlle }

LOAD 1

SUB =1 }

JZERO  one

LOAD 2 }

SUB =

STORE 2

JUMP endif

if z # 1

thend <+ d—1
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one: LOAD 2
ADD =1 elsed+— d+1
STORE 2
endif: READ 1 read =
JUMP while
endwhile: LOAD 2
JZERO  output if d = 0 then write 1
HALT
output: WRITE =1
HALT |

Das Programm einer RAM ist nicht im Speicher abgelegt, es kann sich also nicht selbst
modifizieren. Wir wollen nun ein Maschinenmodell betrachten, das ganz gleich ist wie

eine RAM, dessen Programm aber im Speicher abgelegt ist.

Definition 1.3.2: Die Instruktionen einer RASP (random access stored program ma-
chine) sind identisch mit den Instruktionen einer RAM, indirekte Adressierung ist
jedoch nicht gestattet (eine RASP kann indirekte Adressierung simulieren durch Mod-
ifikation der Instruktionen wéhrend der Ausfiilhrung des Programms). Die Struktur
einer RASP ist auch gleich wie die einer RAM, nur dafl das Programm im Speicher
abgelegt ist. Jede RASP Instruktion belegt zwei aufeinanderfolgende Register. Im
ersten Register steht eine Kodierung des Operationskodes, im zweiten Register eine
Adresse. Ist die Adresse von der Form =i, dann kodiert der Inhalt des ersten Registers
auch den Umstand, dafl der Operand ein Literal ist, und das zweite Register enthalt 4.

Die Instruktionen werden als Zahlen kodiert, etwa auf folgende Weise:

Instruktion: Kode: Instruktion: Kode:
LOAD i 1 DIV i 10
LOAD =i 2 DIV =i 11
STORE i 3 READ i 12
ADD i 4 WRITE i 13
ADD =i 5 WRITE =i 14
SUB i 6 JUMP i 15
SUB =i 7 JGTZ i 16
MULT i 8 JZERO i 17
MULT =i 9 HALT 18

So wiirde etwa die Instruktion LOAD =32 abgespeichert als 2 in einem Register und 32

im néchsten Register.

Die Abarbeitung eines RASP Programms erfolgt im wesentlichen gleich wie die Abar-
beitung eine RAM Programms, mit den folgenden geringfiigigen Anderungen: zu

Beginn der Berechnung ist das Programm in zusammenhangenden Speicherregistern
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abgelegt, und der Befehlszihler ist auf die erste Instruktion gesetzt. Die iibrigen Reg-
ister enthalten alle 0. Nach der Ausfithrung jeder Instruktion wird der Befehlszahler
um 2 erhoht, auBler nach einer Instruktion der Form JUMP i, JGTZ i (wenn der Inhalt
des Akkumulators positiv ist) oder JZERO i (wenn der Inhalt des Akkumulators 0 ist).
In diesen Fallen wird der Befehlszahler zu ¢ gesetzt. ]

Jede Funktion (Sprache), welche von einem RAM Programm berechnet (akzeptiert)
werden kann, kann auch von einem RASP Programm berechnet (akzeptiert) werden

und umgekehrt; das wird im folgenden Satz ausgesprochen.

Satz 1.3.1: Zu jedem RAM Programm gibt es ein aquivalentes RASP Programm und
umgekehrt.

Beweis: (a) Zunéchst zeigen wir, wie ein RAM Programm P durch ein RASP Pro-
gramm P’ simuliert werden kann. Register 1 der RASP wird zur Zwischenspeicherung
des RAM Akkumulators benutzt. Das Programm P’ belegt die néichsten  — 1 Register
der RASP. Die Konstante r hangt ab vom RAM Programm P. Der Inhalt des RAM
Registers 7, « > 1, wird im RASP Register r + ¢ abgespeichert, sodafl alle Speicherzu-
griffe in P’ um r gegeniiber P verschoben sind.

Jede RAM Instruktion, die keine indirekte Adressierung benutzt, wird in die identis-
che RASP Instruktion (mit entsprechend verschobenen Speicherzugriffen) tibersetzt.
Jede RAM Instruktion mit indirekter Adressierung wird iibersetzt in eine Folge von
sechs RASP Instruktionen; dabei wird die indirekte Adressierung durch Instruktions-
modifikation simuliert. Als Beispiel dafiir betrachten wir die RAM Instruktion SUB *i,
1 > 1. Diese RAM Instruktion wird in eine Folge von RASP Instruktionen iibersetzt,
die

. den Inhalt des Akkumulators in Register 1 zwischenspeichert,

den Inhalt von Register r 4+ i in den Akkumulator 1ddt (Register r» + ¢ der RASP
entspricht dem Register 4 der RAM),

r zum Akkumulator addiert,
den Inhalt des Akkumulators in das Adressenfeld einer SUB Instruktion abspeichert,
den Inhalt von Register 1 wieder in den Akkumulator zuriickladt, und schliellich

die in Schritt 4 erzeugte SUB Instruktion benutzt, um die Subtraktion auszufiihren.
So wird, unter der Annahme, daf3 die Folge der RASP Instruktionen in Register 100
beginnt, die RAM Instruktion SUB *i wie folgt simuliert:
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Register Inhalt Bedeutung

100 3 } STORE 1

101 1

102 1 } LOAD 7 +¢

103 r+1i

104 5 } ADD =r

105 T

106 3 } STORE 111

107 111

108 1 } LOAD 1

109 1

110 6 } SUB b, wobei b der Inhalt des RAM
111 - Registers 1 ist.

Enthélt P n Instruktionen mit m indirekten Adressierungen, so enthilt P’ (n—m)+6m

Instruktionen. Der Verschiebungsfaktor r ist also 2n + 10m + 1.

(b) Zu einem gegebenen RASP Programm P’ konstruieren wir ein dquivalentes RAM
Programm P. Einige RAM Register werden fiir spezielle Zwecke benutzt:

Register 1:  fiir indirekte Adressierung,

Register 2:  der Befehlszahler der RASP,

Register 3: der Akkumulator der RASP.

Register 4, ¢ > 1, der RASP wird in Register 7 + 3 der RAM gespeichert.

Die RAM beginnt mit dem RASP Programm im Speicher ab Register 4. Register
2, der RASP Befehlszahler, enthalt 4. Die Register 1 und 3 enthalten 0. Das RAM
Programm ist eine Simulationsschleife, welche damit beginnt eine RASP Instruktion zu
lesen (mit einer LOAD #*2 Instruktion), diese dekodiert und zu einer von 18 Instruktions-
folgen verzweigt, deren jede einen Typ von RASP Instruktionen simuliert. Als Beispiel
betrachten wir die RAM Instruktionsfolge zur Simulation der RASP Instruktion 6, also

SUB i:
LOAD 2 } erhohe den Befehlszahler um 1, sodaf§ er nun auf das Register

ADD =1 zeigt, welches den Operanden ¢ der SUB i Instruktion enthélt;
STORE 2

LOAD *2 lade 7 in den Akkumulator, addiere 3 und speichere

ADD =3 } das Ergebnis in Register 1;

STORE 1

LOAD 3 lade den Inhalt des RASP Akkumulators aus Register 3, sub—
SUB *1 } trahiere den Inhalt des Registers ¢ + 3 und lege das Ergebnis
STORE 3 in Register 3 ab;

LOAD 2 erhohe den Befehlszahler um 1, sodafl er nun auf die nachste
ADD =1 } RASP Instruktion zeigt;

STORE 2
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JUMP a verzweige zum Anfang der Simulationsschleife (hier
mit “a” bezeichnet).

Zu diesem Programmstiick wird verzweigt, wenn c¢(c(2)) = 6, der Befehlszahler also

auf ein Register mit Inhalt 6, dem Kode von SUB, zeigt. ]

Beispiel 1.3.3: Es ist nicht schwer zu zeigen, da} die Sprachen aus den Beispielen

1.2.5 und 1.2.6 von einer RAM akzeptiert werden konnen. [

Wie man auch unschwer sieht, kann jeder endliche Automat durch eine RAM
simuliert werden. Wegen Beispiel 1.3.3 wissen wir also, dafl das Konzept der RAM
starker ist als dasjenige endlicher Automaten, da mehr Sprachen akzeptiert werden

konnen.
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1.4. Turing—Maschinen und rekursiv aufzahlbare Sprachen

Um zu beweisen, daf} eine bestimmte Funktion “berechenbar” ist, oder ein gewisses
Minimum an Zeit zur Berechnung bendtigt (untere Komplexitétsschranke), brauchen
wir ein Maschinenmodell, das zwar so allgemein aber einfacher als eine RAM oder
RASP ist. Dieses Modell ist die Turing-Maschine ) .

Definition 1.4.1: Eine Turing-Maschine M konnen wir uns folgendermaflen

vorstellen:

Lese-Schreib-Kopf

endliche
Kontrolleinheit

Sie besteht aus einer endlichen Kontrolleinheit, welche im Inneren eine endliche Anzahl
von Zustinden aus einer Zustandsmenge Q@ = {qo,-..,G,} annehmen kann, einem in
eine Richtung unendlichen Band, welches in Zellen eingeteilt ist, deren jede ein Symbol
aus einem endlichen Alphabet von Bandsymbolen T' = {vo,...,¥m} speichern kann —
vo wird dabei als das Blank Symbol LI aufgefafit und eine Untermenge 3 von I'\ {U} ist
das Eingabealphabet — , sowie aus einem Lese—Schreib—Kopf, welcher immer auf eine

Bandzelle zeigt.

Wie funktioniert nun die Turing-Maschine M? Wenn die Maschine zu arbeiten
beginnt, ist die endliche Kontrolleinheit im Anfangszustand qg, und bis auf endlich viele
Zellen am linken Ende des Bandes sind alle Bandzellen mit LI’s belegt. In diskreten
Zeitschritten, abhangig vom Zustand und vom Bandsymbol, auf welches der LS-Kopf
gerade zeigt (Symbol in der Arbeitszelle), geschieht folgendes:

— M nimmt einen neuen Zustand an,
— schreibt ein Bandsymbol in die Arbeitszelle, und

— bewegt den LS-Kopf um eine Position nach rechts (R) oder nach links (L)
oder 148t ihn stationir (S).

1) A.M. Turing, “On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem”,
Proc. London Math. Soc., series 2, 42:230-265 (1936/37). Corrections in Proc. London Math. Soc.,
43:544-546 (1937)
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Erreicht dabei M einen Zustand aus einer Menge von Endzustinden F (Teilmenge der
Zustandsmenge), so terminiert die Berechnung erfolgreich, M akzeptiert die Eingabe.
Ansonsten fahrt M in der Berechnung so lange fort, als zum jeweiligen Zustand und
Symbol in der Arbeitszelle ein Nachfolgerzustand erklart ist. Eine Berechnung, welche

nicht erfolgreich terminiert, kann also auch unendliche Lange haben. ]

Beispiel 1.4.1: Als Beispiel betrachten wir die Turing—Maschine M, welche erkennt,
ob eine endliche Folge z iiber {0,1} die Form 0™1™ hat, fiir eine natiirliche Zahl n.
Bei Anfang der Berechnung steht die Folge = in den ersten Zellen des Bandes von M,
gefolgt von einer unendlichen Folge von L’s. M; fiihrt folgende Berechnungsschleife

aus:

M, ersetzt die am weitesten links stehende 0 durch X, bewegt den LS-Kopf
nach rechts bis zur am weitesten links stehenden 1, ersetzt diese durch Y,
bewegt den LS-Kopf nach links bis zum ersten X und anschliefend um eine

Position nach rechts zur am weitesten links stehenden 0 und wiederholt die
Schleife.

Findet nun M; bei der Suche nach einer 1 anstatt dessen ein LI, so stoppt M; die
Berechnung und gibt “nein” als Antwort. Falls M;, nachdem es eine 1 durch Y ersetzt
hat, keine weitere 0 mehr findet, so priift es, ob noch len vorhanden sind, und gibt in

diesem Fall die Antwort “nein”, andernfalls die Antwort “ja”.

Etwas formaler konnten wir M; wie folgt angeben:

Zustandsmenge ....Q = {qo,q1, 92,93, g4},
Eingabealphabet ...X = {0, 1},

Bandalphabet ..... r={u,0,1,X,Y},
Endzustinde ...... F = {q4},
Uberfithrungsfunktion 4:
ymbol
Zustan u 0 1 X Y

% — (91, X, R) — — (¢s,Y,R)
Q — (1,0,R)  (@,Y,L) - (@1,Y,R)
@ — (g2,0,L) — (90, X,R) (g2,Y,L)
g |(ga,U, R) — - — (g3,Y,R)
Q — — — — -
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Jeden Zustand konnte man sich vorstellen als eine Anweisung oder eine Gruppe

von Anweisungen in einem Programm.

— Der Zustand ¢y wird am Start angenommen und auch jeweils unmittelbar vor
der Ersetzung der am weitesten links stehenden 0 durch X. Findet M; eine 0
vor, so ersetzt es diese durch X, geht iiber in ¢;, und bewegt den LS-Kopf eine

Position nach rechts. Findet gy ein Y vor, so nimmt M; den Zustand g3 an.

— ¢q1 wird dazu benutzt, um von links nach rechts nach der ersten 1 zu suchen.
Findet M; eine 1, so wird sie durch Y ersetzt, und M; nimmt den neuen Zustand
g2 an. Wird vor einer 1 ein LI oder ein X gefunden, so bricht die Berechnung ab,

und die Eingabe wird zuriickgewiesen.

— @2 wird benutzt um von rechts nach links nach dem ersten X zu suchen. Wird
ein X gefunden, so nimmt M; den Zustand ¢y an und bewegt den LS-Kopf eine

Position nach rechts.

— Im Zustand ¢3 wird der LS-Kopf iiber Y’s hinweg nach rechts bewegt um zu
priifen, ob noch len auf dem Band vorkommen. Ist das erste Symbol nach den
Y’s ein LI, so nimmt M; den Zustand ¢4 an und die Eingabefolge wird damit

akzeptiert. Andernfalls wird die Eingabefolge zuriickgewiesen. ]

Definition 1.4.1: (Fortsetzung) Etwas formaler wird eine Turing—Maschine (kurz
TM) so angegeben wie im obigen Beispiel, ndmlich als ein 6-tupel (@, X, T, qo, F, ),
wobei ) die Zustandsmenge ist, > das Eingabealphabet, I' das Bandalphabet, gy der
Startzustand, F die Menge der Endzustinde und & die Uberfiihrungsfunktion. 4 ist
eine partielle Funktion von @ x I'in @ x ' x {L, R, S}. [ ]

Definition 1.4.2: Sei M ein TM. Eine Konfiguration von M legt den Zustand von
M zu einem bestimmten Zeitpunkt fest, also eine Folge von Bandsymbolen «; ... ag,
welche links vom LS-Kopf auf dem Band stehen, eine Folge von Bandsymbolen
Qg1 - - -, welche rechts vom LS-Kopf auf dem Band stehen einschliellich dem Sym-
bol in der Arbeitszelle (die unendlich vielen LI’'s am rechten Bandende werden dabei
vernachléssigt), sowie den Zustand ¢ der endlichen Kontrolleinheit. Alle anderen

Bandsymbole rechts von der Position I sind LI. Wir schreiben dafiir

A1 ...04q0K4 - . . OF.

Also a1 ...0pqaky1 ... und @ ... G4 - . . oyl sind nur zwei verschiedene Nota-

tionen fiir ein und dieselbe Konfiguration.
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Eine Konfiguration 3 ... BrqBk+1 - - - Bm geht aus ay ...qypag41 - . . ay, hervor,

Q1 ... UPAY41 - Qpy  B1. . BrqBr+1 - - - Bms
wenn «o; = f3; firi € {1,...,0,14+2,...,m} und

5(1)3 al—}—l) = (Qa ﬁk—l—la S) und k= la
oder

5(pa O5H—1) = (q’ ﬂk; R) und k=1 + 17
oder

d(p,ais1) = (¢, Brr2, L) und k=1-1.

Eine Berechnung der Turing—-Maschine M ist eine Folge von Konfigurationen,

wobei jeweils die (7 + 1)-te Konfiguration aus der i-ten Konfiguration hervorgeht.

M akzeptiert das Eingabewort x € ¥*, wenn die Berechnung ausgehend von der
Konfiguration gz nach endlich vielen Schritten zu einer Konfiguration fithrt, in welcher

der Zustand g ein Element von F' ist. [

Beispiel 1.4.2: Auf der Eingabe 0011 etwa fiihrt die Turing-Maschine M; folgende

Berechnung aus:

20011 F X011 F X0q;11 - X¢q,0Y1 F
@X0Y1F Xq0Y1 XXqY1F XXY g1+
XX@pYY F X@pXYY F XXqYY F XXYqsY +
XXYYqk XXYY Uqa.

Die Eingabe 0011 wird also von M; akzeptiert. ]

Def. 1.4.3: Sei M eine Turing-Maschine . L(M), die von M akzeptierte Sprache, ist
die Menge aller Eingabeworter 2 (Folgen von Symbolen aus dem Eingabealphabet Y2),

welche von M akzeptiert werden. [ ]

Also L(M;)={0™"1" | n>1}.

Def. 1.4.4: Eine Sprache L (Menge von Wértern iiber einem Alphabet X) heift rekur-
siv aufzihlbar (r.a.), wenn L = L(M) fiir eine Turing—Maschine M. Eine r.a. Sprache
L, welche von einer Turing-Maschine M akzeptiert wird, die auf jedem Eingabewort

stoppt, heifit eine rekursive Sprache. In diesem Fall sagt man, M erkennt L. [
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Modifikationen von Turing—Maschinen

Das Konzept einer Turing—Maschine bietet sich an fiir eine ganze Reihe von Modi-

fikationen, von denen wir einige kurz beschreiben wollen.

In beide Richtungen unendliches Band:

Das Band ist nicht nur nach rechts unendlich, sondern in beide Richtungen. Ansonsten
andert sich nichts an der Definition der Maschine. Bei Beginn der Berechnung steht
das Eingabewort x auf dem Band, das ansonsten nur LI’s enthalt. Der LS-Kopf zeigt

dabei auf das erste Symbol von z.

Jede TM mit beidseitig unendlichem Band kann durch eine TM mit einseitig un-

endlichem Band simuliert werden.

Turing—Maschine mit mehreren Béandern:

N

\\
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Anstatt eines einzigen Bandes hat die Maschine eine endliche Anzahl von Bandern zur
Verfiigung. Bei Beginn der Berechnung steht das Eingabewort z auf dem ersten Band,
das ansonsten nur LI’s enthalt. Ebenso enthalten alle iibrigen Bander am Beginn der

Berechnung nur L/’s.

Abhéngig vom Zustand der Kontrolleinheit und von den Symbolen, auf welche die
LS-Kopfe zeigen, fiihrt die Maschine M in einem Berechnungsschritt folgende Opera-

tionen aus:
— M nimmt einen neuen Zustand an,
— schreibt ein Bandsymbol in die Arbeitszelle eines jeden Bandes, und

— bewegt den LS-Kopf eines jeden Bandes unabhangig um eine Position nach

rechts oder nach links, oder 1483t ihn stationar.

Jede TM mit k& Bandern kann durch eine TM mit nur einem Band simuliert werden.

Satz 1.4.1: Die rekursiven Sprachen sind genau diejenigen Sprachen L, fiir die sowohl

L als auch das Komplement L von L r.a. sind.

Beweis: Sei L rekursiv. Sei M ein TM, welche immer terminiert und L akzeptiert.
Dreht man die Antworten “ja/nein” von M einfach um, so erhiilt man eine TM M,

welche L akzeptiert.

Umgekehrt seien sowohl L als auch L r.a. Seien M, M TMen, welche L bzw. L
akzeptieren. Durch Parallelschaltung von M und M (mittels einer 2-béindigen TM,

vgl. I"Jbungen) erhalt man eine TM M , welche immer terminiert und L akzeptiert.

~

M:

ja ja

ja nein

M nein / -

Nichtdeterministische Turing—Maschine:

Abhéngig vom Zustand und vom Symbol in der Arbeitszelle hat die Maschine
endlich viele Moglichkeiten einen neuen Zustand anzunehmen, ein Symbol in die Ar-

beitszelle zu schreiben und den LS-Kopf zu bewegen.
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Definition 1.4.5: Eine nicht-deterministische Turing-Maschine (kurz nTM) M ist
definiert wie ein (deterministische) Turing—Maschine , nur liefert § ausgehend von ¢

und « eine endliche Menge moglicher Antworten,

6(Qaa) = {(p17517X1)7 ey (pm;;Bm;Xm)}'

Eine Konfiguration geht aus einer anderen hervor, wenn es eine mogliche Antwort
der Uberfithrungsfunktion gibt, mittels derer der Ubergang hergestellt werden kann.
Ausgehend von einer Konfiguration erhalten wir also nicht eine lineare Berechnung,

sondern einen Berechnungsbaum.

M akzeptiert die Eingabe z, wenn der Berechnungsbaum ausgehend von der Kon-
figuration gox eine Konfiguration enthalt, in welcher der Zustand der Kontrolleinheit

q ein Element von F' ist. [

Beispiel 1.4.3: Sei L die Sprache
L={0", 0" | n>1}.
Die nichtdeterministische Turing-Maschine M = (Q, X, T, qo, F, §) akzeptiert L, wobei

Q = {QO7 q1, 92, 43, Q4}7

»={0,1},
r={o0,1,U},
F = {Q4}7

und ¢ durch folgende Tabelle gegeben ist:

L 0 1
qo - {(q17 07 R)7 (q27 07 R)} -
q1 {(Q4;|—|7R)} {(Q1707R)} -
q2 - - {(q3717R)}
g3 {(q47|—|7R)} {(Q2707R)} -
q4 - - - u

Satz 1.4.2: Sei M eine nichtdeterministische Turing—Maschine, welche die Sprache L
akzeptiert, also L = L(M). Dann gibt es eine deterministische Turing—Maschine M’,
welche ebenfalls L akzeptiert, also L = L(M").

Beweis: Fir jedes Paar bestehend aus einem Zustand und einem Bandsymbol von M

gibt es eine endliche Anzahl von Wahlméoglichkeiten in der Uberfithrungsfunktion von
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M. Wir numerieren diese Moglichkeiten durch 1,2,... . Sei r die grofite Anzahl von
Wahlmoglichkeiten fiir ein solches Paar. Dann kann jede endliche Folge von Wahlen
dargestellt werden als eine Folge der Nummern 1 bis r. Natiirlich entspricht nicht jede
Folge solcher Nummern einer Folge von Wahlen, da es fiir ein gegebenes Paar eventuell

weniger als » Wahlmoglichkeiten geben kann.

Die deterministische Turing—Maschine M’ hat nun drei Bander. Das erste Band
ist das Eingabeband. Auf dem zweiten Band erzeugt M’ systematisch endliche Folgen
iiber {1,...,r}. Dabei werden zunéchst die Folgen der Lénge 1 erzeugt, dann diejenigen

der Lange 2, usw.

Fiir jede Folge, welche auf Band 2 erzeugt wird, kopiert M’ die Eingabe auf Band
3 und simuliert M auf Band 3, wobei die Folge auf Band 2 dazu benutzt wird, um
die Wahlen der entsprechenden Zweige des Berechnungsbaums durchzufiihren. Gibt
es im Berechnungsbaum von M einen Zweig, der zu einem akzeptierenden Zustand
fithrt, so wird M’ schlieBflich eine Kodierung dieses Zweiges auf Band 2 erzeugen, und
bei der Simulierung dieses Zweiges wird M’ die Eingabe akzeptieren. Gibt es im
Berechnungsbaum von M keinen Zweig, der zu einem akzeptierenden Zustand fiihrt,

so wird auch M’ nicht akzeptieren.

Also L(M) =L = L(M"). u

Wir haben also nun einige Moglichkeiten zur Modifikation von Turing-Maschinen
betrachtet. Keine dieser Moglichkeiten ist jedoch in der Lage, die Berechnungspotenz
einer Turing—Maschine zu steigern. Eine Sprache L, welche von einer auf diese Weise
modifizierten Turing—Maschine akzeptiert wird, kann auch von einer Turing-Maschine
im urspriinglichen Sinn akzeptiert werden. Fiir eine genauere Betrachtung dieser

Berechnungséquivalenz verweisen wir auf [HU].

Turing—Maschinen als Generatoren von Sprachen

Definition 1.4.6: Sei M eine Turing-Maschine mit einem oder mehreren Bandern,
welche das erste Band als Ausgabeband beniitzt. M hat ein ausgezeichnetes Bandsym-
bol #, und M bewegt den LS-Kopf des Ausgabebandes niemals nach links. In diesem
Fall ist M geeignet eine Sprache zu erzeugen (generieren). Und zwar ist die von M
erzeugte (generierte) Sprache G(M) die Menge aller Worter, welche M ohne irgend

eine Eingabe zwischen zwei #’s auf das Ausgabeband schreibt. ]
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Satz 1.4.3: FEine Sprache L iiber einem Alphabet Y. ist genau dann r.a., wenn L von
einer Turing—Maschine generiert werden kann. (Daher auch die Bezeichnung “rekursiv
aufzahlbar”.)

Beweis: Wir wollen einen Beweis dieser Behauptung skizzieren. Angenommen L wird
von der Turing—Maschine M generiert, also G(M) = L. Wir konstruieren eine Turing—
Maschine M’ mit einem Band mehr als M. M’ simuliert M. Immer wenn M ein
Wort z erzeugt, so vergleicht es M’ mit dem Eingabewort. Stimmen sie iiberein, so
akzeptiert M’ das Eingabewort. Also L(M') = L.

Andererseits sei M eine Turing-Maschine, welche L akzeptiert, also L(M) = L.
Wir konstruieren eine Turing—Maschine M’, welche nacheinander alle Paare von posi-
tiven ganzen Zahlen (i,7) (in kodierter Form) erzeugt. Sobald das Paar (i,j) erzeugt
worden ist, erzeugt M’ das i—te Wort z; iiber dem Alphabet ¥ (in dieser Aufzdhlung
sind die Worter der Lange nach und Worter gleicher Lange alphabetisch geordnet) und
simuliert j; Berechnungsschritte von M auf der Eingabe z;. Wird x; von M in nicht
mehr als j Schritten akzeptiert, so erzeugt M’ das Wort z;. Somit ist L = G(M'). =

Turing—Maschinen als Berechner von Funktionen

Turing-Maschinen konnen nicht nur zum Erkennen und Erzeugen von Sprachen

eingesetzt werden, sondern sie sind auch in der Lage Funktionen zu berechnen.

Definition 1.4.7: Seien 37 und X, zwei Alphabete und f eine (partielle) Funktion
von (X3)* in X3 (X% ist die Menge aller Worter iiber ¥;). Eine Turing-Maschine M
berechnet die Funktion f falls

— Y1 U3, eine Teilmenge des Bandalphabets von M ist, und

*

— fiir jedes z = (21,...,2%) € (X%)F, wenn f(zy,...,2;) = y dann stoppt M
auf dem Eingabewort z1 U ... 2 mit Ausgabe (Bandinhalt nach Ende der
Berechnung) y und wenn f(zy,...,z,) undefiniert ist, dann stoppt M auf dem

Eingabewort x1 LI ... U xk nicht.

Eine (partielle) Funktion, welche von einer Turing—Maschine berechnet werden
kann, heifit (partiell) Turing-berechenbar, abgekiirzt (p.)T.b. [ ]

Beispiel 1.4.4: Ein Beispiel einer T.b. Funktion ist die modifizierte Differenz ;,
welche fur zwei naturliche Zahlen m, n den Wert m — n liefert falls m > n und den

Wert 0 sonst. — wird von der Turing-Maschine M, berechnet mit
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Zustandsmenge ....Q = {qo,-.., ¢},
Eingabealphabet ...% = {0},
Bandalphabet ..... r={u,0,1},
Endzusténde ...... F = {}.

m mal n mal

Die Uberfithrungsfunktion & von M, arbeitet wie folgt:

(1)

(2)

(3)

(4)

()

(6)

Start. Ersetze die fithrende 0 durch LI. Ist keine 0 vorhanden, so 1osche den Rest
des Bandes.

5(Q070) = (QIv |_|,R), 5(Q07 |—|) = (Q57 |—|5R)‘

Bewege den LS-Kopf nach rechts und suche nach dem ersten LI Uberschreibe

dieses durch 1.
6(Q1a0) = (q1aO7R)a 5(Q17|—|) = (q2717R)a 5(61171): (q271aR)'

Bewege den LS-Kopf nach rechts iiber 1en hinweg bis zur ersten 0. Uberschreibe
diese durch 1.

6(q2,1) = (g2, 1, R), 6(g2,0) = (g3,1, L).

Gehe nach links bis zum ersten LI. Nimm Zustand gy an und wiederhole den
Zyklus.

5(Q3a0) = (Q3707L)7 5(Q37 1) = (Q3a 17L)7 6(Q37 l—l) = (QO7 l—laR)'

Wird im Zustand ¢2 ein L vor einer 0 gefunden, so nimm Zustand ¢4 an und
gehe nach links, wobei alle 1len durch U’s uiberschrieben werden, bis zum ersten
LI. Andere dieses Ll wieder zu einer 0 ab, nimm Zustand gg an und stoppe.
6(g2,1) = (qa4,U,L), 6(qs,1) = (qa,, L), 6(qs,0) = (g4,0,L), 6(qa,l0) =
(g6, 0, R).

Wird im Zustand gy eine 1 anstatt einer 0 gefunden, so ist offensichtlich der
erste Block von Oen abgearbeitet. Nimm Zustand ¢s an und losche den Rest des
Bandes. Anschliefend nimm Zustand gg an und stoppe.

6(g0,1) = (g5, R), 6(g5,0) = (g5, R), d(g5,1) = (g5, R), 6(g5,L)) =
(g6, L, R).
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vmbol
Zustan 0 1 L
do {‘911|—l! R] (Q'EHU,R] (‘?Ssu:R)
q1 (q15 {]aR) (QE‘A 11R) (qg113 R)
g2 (q‘?:«]wL) (qzrl?R) (q‘i'.lu'.' L}
gz (9’3,01 L) (Q‘a; lrL] (QQ:L]: R)
a4| (@1,0,L)  (ga,U, L)  (ge,0,R)
gs (QS, U, R) (CIE‘I L, R) ('?6*; 0, R)
ds - ane = ad
Berechnung von My auf 00110 (2 — 1):
q00UO0F Ug, 00+ L0g; L0 F L01ge0
L 0g311  Lg3011 F g3 L1011 F Ligg011
UUgi11 - U U L1gel F UL 11ge F LU 1ga1 =
L l_|Q41 = |_|Q4 F I_|0q6.
Berechnung von My auf 01100 (1 = 2):
o0 LU 00 - gy L1 00 F LU1go00 F Ligg110
Q3|_|110|_|_|qO110|_|_||_|Q510|_|_||_||_|Q50|_ |

LU U Ugs F UL LU Lige.

Alle iiblichen arithmetischen Funktionen wie m + n, m - n, m™, n!, [log, n], etc.

sowie Kombinationen davon sind T.b.

Zwischen r.a. Sprachen und p.T.b. Funktionen besteht ein enger Zusammenhang.

Satz 1.4.4: Ist f eine partielle Funktion von (X%)¥ nach X3, so ist f genau dann

p-T.b., wenn Ly = { (x4, ..

Beweis: Ubung.

'Jmkiy) | f(xlr'

., Tk) =y } r.a. ist.

Im folgenden befassen wir uns mit der Aquivalenz zwischen dem RAM/RASP

Modell und dem Turing—Maschinen Modell.
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Satz 1.4.5: Jede Turing—-Maschine (mit mehreren Béndern) kann durch eine RAM
simuliert werden. Also jede Sprache (Funktion), die von einer Turing—Maschine akzep-
tiert (berechnet) werden kann, kann auch von einer RAM akzeptiert (berechnet) wer-

den.

Beweis: (Skizze) Sei M eine k-Band Turing—Maschine . In der M simulierenden RAM
R ist jede Bandzelle von M in einem Register abgespeichert, und zwar ist die i—te Zelle
des j-ten Bandes im Register ki + j + ¢ abgespeichert. Dabei ist ¢ so angelegt, dafl
R noch Arbeitsspeicher zur Verfiigung hat, u.a. zur Abspeicherung der Positionen der
k LS-Kopfe von M. Bandzellen von M konnen von R gelesen werden durch indirekte

Adressierung mittels der Register, welche die Positionen der LS—Kopfe beinhalten. m

Satz 1.4.6: Jede RAM kann durch eine Turing—Maschine simuliert werden. Also jede
Sprache (Funktion), die von einer RAM akzeptiert (berechnet) werden kann, kann auch

von einer Turing—Maschine akzeptiert (berechnet) werden.

Beweis: (Skizze) Die Turing-Maschine M, die die RAM R simuliert, besitzt neben
den Ein— und Ausgabebandern noch drei zuséatzliche Bander Bs, B4, Bs. B3 dient zur

Darstellung des Speichers von R und hat die Form
AA LA i [ o | [ # [ iat [ co|# [#]- - -[on [ ca [#[#]U]. . .

Dabei sind 71, . . ., if die Indizes derjenigen Register von R, welche nicht 0 enthalten
und ¢; = c(4;); ij,c; sind in Bindrdarstellung auf Bs wiedergegeben, fiir 1 < i < k.
Der Inhalt des Akkumulators von R ist in Binardarstellung auf B4 dargestellt, und Bs

wird als Arbeitsband verwendet.

Jeder Rechenschritt von R entspricht einer endlichen Folge von Zustanden der
Turing-Maschine M. Als Beispiel betrachten wir die RAM Instruktionen ADD *i und

STORE i. Die Instruktion ADD *i wird von M folgendermaflen simuliert:

1. Suche auf B3 nach einer Eintragung fiir das RAM Register ¢, d.h. eine Folge
##1'#, wobei i’ die Bindrdarstellung von 7 ist. Ist eine solche Eintragung
vorhanden, so schreibe die nachste Zahl, welche der Inhalt von Register 7 ist, auf
Bs; andernfalls halte (der Inhalt von Register ¢ ist 0, die indirekte Adressierung
kann also nicht durchgefiihrt werden).

2. Suche auf Bjz nach einer Eintragung fiir das RAM Register, dessen Index auf
Bs steht. Ist eine solche Eintragung vorhanden, so schreibe den Inhalt dieses

Registers auf Bs; andernfalls schreibe 0 auf Bs.
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3. Addiere die Zahl auf Bs zum Inhalt des Akkumulators, der auf By steht.

Die Instruktion STORE i wird von M folgendermaflen simuliert:
1. Suche auf B3 nach einer Eintragung fiir das RAM Register 4, also ##i'#.

2. Ist eine solche Eintragung vorhanden, so kopiere den Bandinhalt von B3 rechts
von ##i'#, auBer der unmittelbar nichsten Zahl (c(7)), auf Bs. Kopiere den
Inhalt von By (Akkumulator) auf Bs unmittelbar rechts von ##i'# und un-

mittelbar daran den Inhalt von Bs.

3. Ist eine Eintragung fiir Register 7 nicht vorhanden, so schreibe i'# auf Bj
unmittelbar nach dem letzten von LI verschiedenen Symbol, anschlielend den
Inhalt von By (Akkumulator) und schliefllich #+#.

Auf ganz ahnliche Weise konnen auch die iibrigen RAM Instruktionen simuliert werden.
|

Die Menge der (partiell) T.b. (zahlentheoretischen) Funktionen ist nicht nur iden-
tisch mit der Menge der (partiell) RAM berechenbaren Funktionen, sie ist auch iden-
tisch mit der Menge der (partiell) rekursiven Funktionen, oder mit der Menge der
WHILE-berechenbaren Funktionen (siehe etwa [DW], [Sch]). Alle diese mathemati-
schen Modelle liefern dieselbe Klasse algorithmischer Funktionen. Diese Klasse scheint
also in gewisser Weise eine natiirliche zu sein. Andererseits sind alle (bisher betrach-
teten) Funktionen, die man intuitiv als berechenbar bezeichnen wiirde, tatsichlich
rekursiv. Die meisten Mathematiker und Computerwissenschafter sind daher der An-
sicht, dafl mit dem formalen Begriff der rekursiven bzw. Turing-berechenbaren Funk-
tion der intuitive Begriff der “algorithmischen” Funktion charakterisiert ist. Diese
I"Jberzeugung wurde zum ersten Mal von A. Church ausgesprochen und heifit nach ihm
die Church’sche These:

FEine Funktion 1ist berechenbar genau dann wenn sie Turing—

berechenbar (rekursiv) ist.

Im strengen Sinne beweisen 1483t sich die Church’sche These natiirlich nicht, da man
auf einem intuitiven Begriff keinen Beweis aufbauen kann. Aufgrund der Church’schen
These versteht man heutzutage unter einem Algorithmus eine Turing-Maschine . Wenn
wir also sagen, dafl sich ein Problem algorithmisch 16sen 148t, so meinen wir streng

genommen damit, dafl es eine Turing-Maschine gibt, die das Problem 16st.

Definition 1.4.8: Ein Algorithmus ist eine Turing-Maschine , die auf jeder Eingabe

terminiert. m
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Bisher haben wir nur Algorithmen definiert, welche ganze Zahlen als Eingaben
nehmen und wiederum ganze Zahlen produzieren. Im intuitiven Sinne kennt man
natiirlich auch Algorithmen mit ganz anderen Ein— und Ausgabebereichen. Zur For-
malisierung solcher Algorithmen gibt es im Prinzip zwei Ansatze. Beim ersten Ansatz
ordnet man jedem Element der Ein— und Ausgabemenge eine natiirliche Zahl zu und
kann dann das herkémmliche Konzept des zahlentheoretischen Algorithmus verwenden.
Beim zweiten Ansatz verlangt man nur, das sich die Elemente der Ein— und Ausgabe-
menge als Worter iiber einem Alphabet schreiben lassen. Solche Worter konnen nun
von einer Turing-Maschine gelesen bzw. geschrieben werden und man erhalt auf diese

Weise eine Verallgemeinerung des Begriffs “Algorithmus”.

I"Jbung: Seien My, My Turing-Maschinen. Dann gibt es Turing-Maschinen M, M,

mit dem Verhalten

M,:
ja z ,Ja ja
z I M; | _nein 8 |M2 nein _ o
' \ ] \\ - neln’

M,:

ja ja

nein

P
’IMl |
- Ja nein
M, |

nein /

I"Jbung: Das Komplement einer rekursiven Sprache ist rekursiv.

Ubung: Die Vereinigung zweier rekursiver Sprachen ist rekursiv. Die Vereinigung

zweier r.a. Sprachen ist r.a.
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1.5. Rekursive Funktionen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, wie Turingmaschinen zur
Berechnung von Funktionen, insbesondere zahlentheoretischer Funktionen (von NF
nach N) eingesetzt werden konnen. Wir haben auf diese Weise den Begriff der Turing-
berechenbaren Funktion erhalten. Die Aquivalenz von Turingmaschinen und RAMs
kann natiirlich von der Akzeptierung von Sprachen auf die Berechnung von Funktion
ausgedehnt werden, sodafl jede Turing-berechenbare Funktion auch von einer RAM
berechnet werden kann. Wir sprechen also in Hinkunft nur mehr von berechenbaren

Funktionen.

In diesem Abschnitt wollen wir einen anderen, rein mathematisch-logischen Zugang
zum Begriff der berechenbaren Funktion behandeln, namlich den Begriff der rekursiven
Funktion. Wiederum kann man feststellen, dafi der Begriff der berechenbaren Funktion
mit demjenigen der rekursiven Funktion iibereinstimmt. Somit haben wir eine weitere
Bestatigung der Church’schen These vorliegen. Wir werden hier weitgehend auf Be-
weise der Aquivalenz von Berechenbarkeit und Rekursivitat verzichten. Der Leser ist
aufgefordert, sich mithilfe der Literaturliste jeweils Rechenschaft iiber diese Aquivalenz

zu geben.

Immer, wenn wir in diesem Abschnitt von einer Funktion sprechen, so meinen wir

eine zahlentheoretische Funktion im obigen Sinne.

Definition 1.5.1: Sei f eine Funktion von k£ Variablen, und seien g1, . .., gr Funktionen

von n Variablen. Sei

h(zi,....20) = f(91(Z1,- .oy Tn), -« oy G (T1, - -, Zp))-

Dann entsteht h aus f und g1, ..., gx durch Komposition. [

Natirlich miissen die Funktionen f,g,...,gxr nicht total sein, sondern konnen
auch partiell sein. h(zq,...,x,) ist definiert, wenn alle z; = g;(x1,...,z,) definiert
sind, und auch f(zy,...,zx) definiert ist.

Definition 1.5.2: Sei f eine Funktion von n Variablen und g eine Funktion von n + 2
Variablen. Sei

_ [ f(=1,. - m), falls m = 0,
h(m,x1,...,o,) = {g(m— Lh(lm—1,21,...,2,),%1,...,2Zy), fallsm >0.

Dann entsteht h aus f und g durch Rekursion. [ ]
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Um die Klasse der rekursiven Funktionen einzufiihren, werden wir Funktionen
mittels Komposition und Rekursion (und der noch einzufiihrenden Minimalisierung)
kombinieren. Wir brauchen aber auch eine Basis von Grundfunktionen, von denen wir

ausgehen konnen.

Definition 1.5.3: Wir betrachten folgende Funktionen:

Nullfunktion: null() =0,
Nachfolgerfunktion (successor): succ(z) =z + 1,
Projektionsfunktionen: proji (1, ..., xn) = x5 1 < i< n.
Die Funktionen null, succ, proj;" heiflen Grundfunktionen. ]

Damit haben wir nun die Voraussetzungen geschaffen, um zunachst den Begriff

der primitiv rekursiven Funktion einzufiihren.

Definition 1.5.4: Die Klasse PR der primitiv rekursiven Funktionen ist induktiv wie

folgt definiert:
(i) die Grundfunktionen gehéren zu PR,

(ii) alle Funktionen, welche aus Funktionen in PR durch Komposition und Rekursion

erzeugt werden, gehoren zu PR.

Keine andere Funktion gehort zu PR. |

Beispiel 1.5.1: Viele der bekannten zahlentheoretischen Funktionen sind primitiv

rekursiv. Wir weisen das fiir einige Funktionen nach.

(a) “z 4+ y” ist primitiv rekursiv: die Additionsfunktion f(x,y) = z + y ist rekursiv

definiert als
f(0,y) =y,

fla+Ly)=f(z,y) + 1.
Diese Definition kann geschrieben werden als

foy) = proji (y), falls 2 = 0,
’ succ(projs(z — 1, f(z — 1,%),%)), falls z > 0.

“r+y” entsteht also aus den Grundfunktionen durch Rekursion und Komposition.

(b) “x-y” ist primitiv rekursiv: die Multiplikationsfunktion g(z,y) = x -y ist rekursiv

definiert als
9(0,y) =0,

gz +1,y) =g(z,y) +y.
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Diese Definition kann geschrieben werden als

(5,9) null(y), falls = 0,
9z, y) = r(x—1,9(x—1,9),y), fallsz > 0.

Dabei sei f(x,y) = z + y wie oben, und

r(y, v, w) = f(proj3(u, v, w), projs(u, v, w)).

Die unére Nullfunktion null(y) = 0 entsteht aus null() durch Komposition (dabei
ist Kk = 0 in Def. 1.5.1). “z -y” entsteht also aus den Grundfunktionen durch

Rekursion und Komposition.

(¢) “x!” ist primitiv rekursiv: die Rekursionsgleichungen sind
or=1,
(z 4+ 1)! = 2! succ(x).
Die Funktion h(z) = z! kann also geschrieben werden als

h(z) = succ(null()), falls x = 0,
sz —1,h(z—1)), fallsz >0,

wobei

s(z1,x2) = succ(x1) - xo.

Die Faktoriellenfunktion “z!” ist also primitiv rekursiv.

In den folgenden Beispielen primitiv rekursiver Funktionen iiberlassen wir es dem
Leser zu iiberpriifen, dafl die Rekursionsgleichungen in die exakte Gestalt gebracht

werden konnen, wie sie von der Definition gefordert wird.

(d) “x¥”: die Rekursionsgleichungen sind

:L‘Ozl,

oVt =¥ . g

(e) “pred(x)”: die Vorgéngerfunktion pred(z) ist folgendermafien definiert:

0, falls x = 0,
z — 1, sonst.

pred(z) = {

(f) Die modifizierte Differenz “z — 3” ist definiert als

s Jz—y, fallsxz >y,
o y_{O, falls z < v.
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Die Rekursionsgleichungen sind

r—0=ux,

x — (t+1) = pred(z — t).

(g) Die Abstandsfunktion | z —y | ist definiert als Absolutwert der Differenz zwischen

z und y. Sie kann dargestellt werden als

lz—y|=(z—y)+ (y— z). u

Unter einem Pradikat verstehen wir einfach eine Funktion, welche nur die Werte
0 oder 1 annimmt. Interpretieren wir 1 als “wahr” und 0 als “falsch”, so erhalten wir
die iibliche Vorstellung von einem Pradikat als boolescher Funktion. Da also Pradikate
nichts anderes als spezielle zahlentheoretische Funktionen sind, konnen wir problemlos

von primitiv rekursiven Pradikaten sprechen.
Beispiel 1.5.2: Die folgenden Pradikate sind primitiv rekursiv.
(a) Das Pradikat istnull(z) ist definiert als

. 1, falls z =0,
istnull(z) = { 0, falls x #0.

Wir kénnen auch schreiben istnull(z) = 1 = z.
(b) Das Gleichheitspradikat “z = y” entspricht der Funktion

1, fallsz =y,
d(w,y) = { 0, falls z #y.

Das Gleichheitspradikat ist also primitiv rekursiv, da wir schreiben konnen

d(z,y) = istnull(] z — y |).

(c) Das Pridikat “z < y” ist einfach die Funktion istnull(z — y). n

Satz 1.5.1: Sind P, () primitiv rekursive Pradikate, dann sind auch -P,PV Q,P A Q

primitiv rekursiv.
Beweis: =P = istnull(P), somit ist =P primitiv rekursiv.

Die Konjunktion ist primitiv rekursiv wegen PAQ = P - Q.
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Schliellich sieht man aus der Regel von De Morgan,
PvQ@ < —-(-PA-Q),

dafl auch die Disjunktion primitiv rekursiv ist. [ ]

Satz 1.5.2: Seien g und h primitiv rekursive Funktionen und P ein primitiv rekursives
Pradikat. Sei f die folgendermafen definierte Funktion

_Jg(z1,...,zn) falls P(zq,...,2,)
Floa, oo mn) = {h(xl,...,a:n) sonst.

Dann ist auch f primitiv rekursiv.

Beweis: Das sieht man sofort aus der Beziehung

flay, ... zn) =
g(x1, s xn) P(x1y. .o ) + h(21, ... 20) - (0P(21, ..., Zyn))-

Satz 1.5.3: Sei f(t,z1,...,%,) eine primitiv rekursive Funktion. Dann sind auch die

folgendermafen definierten Funktionen g und h primitiv rekursiv.

y
gy, T1, .. Ty) = Zf(t,a:l,...,a:n),
t=0
Yy
h(y,z1,...,2n) = Hf(t,:vl,...,:vn).

o~
I

0

Beweis: Es gelten die Rekursionsgleichungen

9(0,21,...,2,) = f(0, 21, ..., %),
gt+1,z1,...,2n) =9t 21, ... xn) + fE+ 1,21, .. ., 2p).

Da die Addition primitiv rekursiv ist, ist auch g primitiv rekursiv.

Analog verfahrt man mit
h(O,xl, e ,.’En) = f(O, T1y--- ,.’Ij‘n),
h(t+1,z1,...,2n) = h(t,z1,...,2n) - fE+1,21,...,2Z5).
(Warum ist es nicht zielfithrend, den Beweis durch Induktion iiber y zu versuchen?) m

Satz 1.5.4: Sei P(t,z1,...,x,) ein primitiv rekursives Pradikat. Dann sind auch die

folgenden Pradikate primitiv rekursiv,

(Vt)<yP(t,21,...,2,) und ()<, P(t,z1,...,20).
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Beweis: Das folgt sofort aus der Beobachtung

Yy
(Vt)SyP(t’ L1y-- J?n) — [H P(t7 T1y---, xn)] =1
t=0
und
Yy
(Ft)<yP(t,21,...,2,) = [Z P(t,zq,.. .,xn)} £ 0. -
t=0

Beispiel 1.5.3: Die folgenden Pradikate sind primitiv rekursiv.

(a) “y|x”, also das Pradikat “y teilt x”.

ylo = (FH)<a(y-t=12).

(b) “Prime(z)”, also das Pradikat “z ist eine Primzahl”.

Prime(z) <= (> 2)A (V)< {t=1Vi=2V(t|z)}. u

Wie wir also gesehen haben, umfafit die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen
eine grofle Anzahl der typischen zahlentheoretischen Funktionen und Pradikate. Alle
diese primitiv rekursiven Funktionen sind (Turing-)berechenbar. Es gibt aber ander-
erseits berechenbare Funktionen, welche nicht primitiv rekursiv sind. Ein klassisches

Beispiel dafiir ist die Ackermannfunktion

ack(0,y) =y +1,
ack(z,0) = ack(z — 1,1),
ack(z,y) = ack(z — 1,ack(z,y — 1)), sonst.

Einen Beweis dieser Tatsache findet man etwa in [DW]. Um auch solche Funktionen
behandeln zu konnen, mufl man die Klasse PR erweitern um das Konstruktionsprinzip
der Minimalisierung. Dadurch erhalt man dann die Klasse der rekursiven Funktionen,

welche dann tatsachlich mit den berechenbaren Funktionen iibereinstimmt.

Definition 1.5.5: (Minimalisierung eines Pradikats P) Sei P(y,z1,...,Z,) ein
Prédikat und sei min, P(y,z1,...,z,) die (partielle) Funktion, welche den kleinsten
Wert y ergibt, sodafl das Pradikat P(y, z1,...,x,) wahr ist, falls ein solches y existiert.

Andernfalls ist min, P(y, z1, ..., z,) undefiniert. ]
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Definition 1.5.6: Die Klasse R der rekursiven Funktionen ist induktiv wie folgt
definiert:

(i) die Grundfunktionen gehéren zu R,

(ii) alle Funktionen, welche aus Funktionen (und Prédikaten) in R durch Komposition,

Rekursion und Minimalisierung erzeugt werden, gehoren zu R.

Keine andere Funktion gehort zu R. [ ]
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2. Komplexitat von Algorithmen

2.1. Komplexitatsmafle

Wie wachsen die Kosten fiir Zeit und Raum fiir die Ausfiihrung eines Algorithmus,
wenn die Grofle des Problems wichst? Das ist das Komplexitatsproblem fiir Algorith-
men. Bevor man iiber das Komplexitiatsverhalten eines Algorithmus sprechen kann,
mufl man ein Maf} fiir die Problemgrofie festlegen. So konnte ein Maf} fiir die Grofle
eines Matrizenmultiplikationsproblems etwa die grofite Dimension der Matrizen sein,

oder ein Ma#f fiir die Grofle eines Graphenproblems konnte die Zahl der Kanten sein.

Definition 2.1.1: (informal) Der Zeitaufwand, der fiir die Ausfiihrung eines Algo-
rithmus benotigt wird, ausgedriickt als Funktion der Problemgrofie, heifit die Zeitkom-
plexitat des Algorithmus. Das Grenzverhalten der Komplexitat, wenn die Problemgrofie
gegen oo tendiert, heifit die asymptotische Zeitkomplexitat des Algorithmus. Analog
kann man die Raumkomplexitat und die asymptotische Raumkomplexitdt eines Algorith-
mus definieren. Wird fiir eine gegebene Problemgrofle die Komplexitit als maximale
Komplexitét iiber alle Eingaben dieser Grofle gemessen, so spricht man von der worst—
case Komplexitat. Wird die Komplexitat als mittlere Komplexitat uber alle Eingaben
einer festen Grofle gemessen, so spricht man von der erwarteten oder durchschnittlichen

Komplexitat. [

Im allgemeinen werden wir die worst—case Komplexitat eines Algorithmus messen,
da sie mathematisch leichter handhabbar ist als die erwartete Komplexitat. Man mufl
sich aber dariiber im klaren sein, dafl der Algorithmus mit der besten worst—case Kom-
plexitat nicht notwendigerweise auch die beste erwartete Komplexitat besitzt. Bei
der Bestimmung der Komplexitat eines Algorithmus ist man nur an der Ordnung der
Komplexitatsfunktion interessiert, d.h. additive und multiplikative Konstante werden
vernachlassigt.

Definition 2.1.2: Seien f und g Funktionen von den natiirlichen Zahlen N in die
nicht-negativen reellen Zahlen R™. Dann sagen wir g(n) ist O(f(n)) (von der Ordnung
f(n) ), falls g(n) < c- f(n) fiir eine positive reelle Konstante ¢ und alle gentigend grofien
n (n > N fir ein N € N). u

Beispiel 2.1.1: a) 6n2 + 7n ist O(n?), denn 6n2 + 7n < 7n? fiir n > 7.
b) log, n ist O(logy n) fiir a,b € RY, denn log, n = log, b - log; n. n
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Nun kénnte man annehmen, daf eine Steigerung der Geschwindigkeit von Rechen-
maschinen die Entwicklung schneller Algorithmen iiberfliissig machen wiirde. Es tritt
jedoch gerade der gegenteilige Effekt ein. Werden die Computer immer schneller und
konnen wir dadurch immer grofiere Probleme behandeln, so ist es schliellich das Kom-
plexitatsverhalten der Algorithmen welches die Umsetzbarkeit der schnelleren Hard-
ware in grolere Probleme bestimmt. Nehmen wir etwa an wir hatten fiinf Algorithmen

Aq,..., As mit der folgenden Zeitkomplexitat:

Algorithmus Zeitkomplexitat
Al n
A, nlogn
A3 n2
A4 n3
As 2n

Die Zeitkomplexitét ist die Anzahl der Zeiteinheiten (etwa Millisekunden), die benétigt
werden, um eine Eingabe der Grofle n zu verarbeiten. Die folgende Tabelle gibt an,

wie die Grofle der verarbeitbaren Problem wachst mit der dafiir aufgewendeten Zeit.

Zeit—
Algorithmus komplexitat 1 Sek. 1 Min. 1 Std.
Ay n 1000 6 x 104 3.6 x 10°
A, nlogn 140 4893 2.0 x 10°
As n? 31 244 1897
Ay n® 10 39 153
As 2n 9 15 21

Nehmen wir nun an, dafl die nachste Generation von Computern zehn mal so
schnell sei wie die derzeitige. Die folgende Tabelle stellt dar, wie stark sich die Zu-

nahme der Geschwindigkeit auswirkt auf die Grofle der Probleme, die behandelt werden

konnen.
maximale maximale
Zeit— Problemgr. Problgr.
Algorithmus komplexitat vor speed—up nach speed—up
Ay n 31 10s;
Aj nlogn S2 ~ 10s4
fur grofle s

A3 n2 83 3. 1633
A4 n3 S4 2. 1534
A5 2n S5 S5 + 33
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Betrachten wir andererseits den Gewinn, wenn wir von einem langsamen Algorith-
mus zu einem schnelleren iibergehen. Ersetzt man etwa A4 durch Ag, so kann man in
einer Minute ein sechs mal so grofles Problem losen; ersetzt man A4 durch A,, so kann
man ein 125 mal so grofles Problem losen. Der Unterschied wird noch gravierender,

wenn man die Rechenzeit erhoht.
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2.2. Komplexitat von RAM Programmen

Die Zeitkomplexitit eines RAM Programms ergibt sich als Summe der benotigten
Zeit fiir jede Instruktion des Programms. Analog ergibt sich die Raumkomplexitit
eines RAM Programms als Summe des benétigten “Raumes” fiir jedes angesprochene
Register. Wir betrachten zwei verschiedene Kostenkriterien fir RAM Programme.
Unter dem uniformen Kostenkriterium benotigt jede RAM Instruktion eine Zeiteinheit
und jedes Register eine Raumeinheit. Wenn nichts anderes ausdriicklich vereinbart ist,
werden wir immer das uniforme Kostenkriterium zur Beurteilung der Komplexitat von

RAM Programmen heranziehen.

Das logarithmische Kostenkriterium zieht in Betracht, daf§ auf allen gegenwértig
verfiigbaren Rechnern ein Speicherwort beschrankt ist, die Anzahl der benétigten Spei-
cherworte fiir ein Register also abhingt von der Lange des Inhalts. Im allgemeinen
braucht man |logn| + 1 Bits, um eine Zahl n binér darzustellen. Sei I(n) die folgende

logarithmische Funktion auf den ganzen Zahlen:

_Jllog|n|]+1, fallsm#0
Hn) = { 1, falls . = 0.

Die logarithmischen Kosten ¢(a) fiir die verschiedenen Formen eines Operanden a sind
also

Operand a  Kosten t(a)

=i 1(2)

i 1(¢) 4+ 1(c(7))

*1i L) +1(c(?)) + U(c(c(2))) -

Das logarithmische Kostenkriterium basiert auf der Annahme, dafl die Kosten fiir die
Ausfiithrung einer Instruktion proportional sind zur Lange des Operanden. Die loga-
rithmischen Kosten der einzelnen RAM Instruktionen sehen wie folgt aus (dabei sind

t(a) die Kosten des Operanden a):

Instruktion Kosten
1. LOAD a t(a)
2. STORE i 1(c(0)) + 1(2)
STORE *i 1(c(0)) + 1(2) + U(c(2))
3. ADD a 1(c(0)) + t(a)
4. SUB a 1(c(0)) + t(a)
5. MULT a 1(c(0)) + t(a)
6. DIV a 1(c(0)) + t(a)
7. READ i [(input) + 1(3)
READ *i I[(input) + 1(2) + I(c(3))
8. WRITE a t(a)
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9. JUMP b 1
10. JGTZ b 1(c(0))
11. JZERO b 1(c(0))
12. HALT 1

Die logarithmische Raumkomplexitat eines RAM Programms ist die Summe iiber
alle verwendeten Register, Akkumulator eingeschlossen, von I(x;), wobei z; die be-

tragsmafig grofite in Register ¢ gespeicherte Zahl ist.

Nach welchem Kostenkriterium man die Komplexitit eines Algorithmus mifit
hangt natiirlich davon ab wie grofle Zahlen vom Algorithmus verarbeitet werden. Kann
man annehmen, dafl jede Zahl, die im Laufe einer Berechnung auftritt, in ein Compu-
terwort paflt, so ist das uniforme Kostenkriterium angebracht. Andernfalls konnte das

logarithmische Kostenkriterium eine realistischere Analyse ergeben.

Beispiel 2.2.1: Wir bestimmen die Zeit— und Raumkomplexitit des RAM Programms

aus Beispiel 1.3.1 zur Berechnung der Funktion

n™ firn >0,
fn) = {0 sonst.
Die Zeitkomplexitat des Programms ist beherrscht von der Schleife um die MULT In-
struktion. Wenn die MULT Instruktion zum i—ten mal ausgefiihrt wird, enthalt der
Akkumulator n* und Register 2 enthilt n. n — 1 solche MULT Intruktionen wer-
den ausgefithrt. Unter dem uniformen Kostenkriterium kostet jede MULT Intruktion
eine Zeiteinheit, die Ausfithrung aller dieser MULT Instruktionen bendtigt also O(n)
Zeit. Unter dem logarithmischen Kostenkriterium kostet die i—te MULT Instruktion
I(n*) +1(n) = (i+1) logn Zeit, die Kosten fiir die Ausfiihrung aller MULT Instruktionen

betragen also
S Hi41)logn

das ist O(n?logn). Alle anderen Operationen sind von nicht grofierer Komplexitit.

Die Raumkomplexitit ist nur vom Inhalt der Register 0 bis 3 abhangig. Somit
ist unter dem uniformen Kostenkriterium die Raumkomplexitét einfach O(1). Unter
dem logarithmischen Kostenkriterium ist die Raumkomplexitit O(nlogn), da n™ die

groBte Zahl ist, die in einem dieser Register gespeichert wird, und I(n™) ~ nlogn.

uniforme logarithmische
Kosten Kosten
Zeitkomplexitét O(n) O(n?logn)

Raumkomplexitat O(1) O(nlogn)
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Das uniforme Kostenkriterium ist nur fiir sehr kleine n realistisch. Pafit n™ nicht mehr
in ein Computerwort, so ist auch das logarithmische Kostenkriterium unrealistisch.
Es nimmt ndmlich an, da§ zwei Zahlen m und n in Zeit O(I(m) + l(n)) miteinander

multipliziert werden konnen. Es ist jedoch nicht bekannt, ob das moglich ist. ]

Beispiel 2.2.2: Fiir das RAM Programm in Beispiel 1.3.2 hangt die Komplexitat in

folgender Weise von der Lange n des Inputs ab:

uniforme logarithmische
Kosten Kosten
Zeitkomplexitét O(n) O(nlogn)
Raumkomplexitat o(1) O(logn)

Pafit » nicht mehr in ein Computerwort, so ist das logarithmische Kostenkriterium

ziemlich realistisch. []

Satz 2.2.1: Sowohl unter dem uniformen als auch dem logarithmischen Kostenkri-
terium gibt es fiir jedes RAM Programm P mit Zeitkomplexitidt T (n) eine Konstante
k und ein dquivalentes RASP Programm P’ mit Zeitkomplexitit kT (n).

Beweis: Dazu betrachten wir den Teil (a) des Beweises von Satz 1.3.1. Im dort kon-
struierten RASP Programm P’ kommen fiir jede RAM Instruktion héchstens 6 RASP
Instruktionen vor. Unter dem uniformen Kostenkriterium ist also die Zeitkomplexitit
von P’ hochstens 67'(n). Durch detailierte Untersuchung des Programms P’ stellt
man fest, dafl die Behauptung auch fiir das logarithmische Kostenkriterium gilt mit
k =6+ 11-1(r), wobei r der im Beweis von Satz 1.3.1 erstellte Verschiebungsfaktor

ist. ]

Satz 2.2.2: Sowohl unter dem uniformen als auch dem logarithmischen Kostenkri-
terium gibt es fiir jedes RASP Programm P’ mit Zeitkomplexitit T (n) eine Konstante
k und ein dquivalentes RAM Programm p mit Zeitkomplexitit kT (n).

Beweis: Durch Analyse des Teils (b) des Beweises von Satz 1.3.1. u
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2.3. Komplexitat von Turing—Maschinen

Definition 2.3.1: Die (worst-case) Zeitkomplezitit T (n) einer Turing-Maschine M
ist die maximale Anzahl von Rechenschritten (ﬁbergang von einer Konfiguration zur
néchsten) zur Abarbeitung einer beliebigen Eingabe der Liange n. Gibt es ein Eingabe-
wort der Lange n, fir welches die Turing—Maschine nicht hilt, so ist T'(n) undefiniert.
Die (worst—case) Raumkomplexitit S(n) von M ist die maximale Distanz vom linken
Bandende, welche einer der LS—Kopfe im Laufe der Abarbeitung eines Eingabewortes
der Lange n zuriicklegt. Gibt es eine Eingabe der Lange n fiir welche sich einer der

LS-Kopfe unbegrenzt nach rechts bewegt, dann ist S(n) undefiniert.

Eine nichtdeterministische Turing—Maschine M hat die Zeitkomplexitat T'(n), falls
bei einer Eingabe der Lange n keine Folge von nichtdeterministischen Wahlen existiert,
welche eine Berechnung ldnger als T'(n) bedingt. Eine nichtdeterministische Turing—
Maschine M hat die Raumkomplexitit S(n), falls bei einer Eingabe der Linge n keine
Folge von nichtdeterministischen Wahlen existiert, welche M auf einem der Bander
mehr als S(n) Zellen bearbeiten 1a8t. Vgl. [HU], p.288. n

Beispiel 2.3.1: Wir bestimmen die Komplexitat der Turing—Maschine M, aus Beispiel
1.4.1 zur Erkennung der Sprache L = {0™1™|m € N}. Das Eingabewort w habe die
Lange n. In der Hauptberechnungsschleife werden jeweils 2 Symbole von w ausgekreuzt
(durch X bzw. Y ersetzt). Die Schleife kann also hochstens (n + 1)/2 mal ausgefiihrt
werden. Die Anzahl der Schritte fiir einen Schleifendurchlauf setzt sich zusammen
aus den Schritten fiir die Suche nach rechts (héchstens n + 1 Schritte), der Bewe-
gung nach links (hochstens n Schritte) und der Bewegung zum néachsten Symbol (1
Schritt), sie kann also hochstens 2n 4 2 betragen. Somit werden zur Abarbeitung aller
Schleifendurchlaufe hochstens (2n + 2) - (n + 1)/2 = (n + 1)? Schritte bendtigt. Die
Schlufibehandlung kann in n Schritten durchgefiihrt werden. Die Zeitkomplexitiat von
M; ist also O(n?).

Der LS-Kopf bewegt sich hochstens um eine Position tiber das Eingabewort hinaus,

die Raumkomplexitiat von M ist also O(n). u

Definition 2.3.2: Zwei zahlentheoretische Funktionen f;(n) und fa(n) (also f1, fa :
N — N) sind in polynomialer Relation, wenn es Polynome p;(z) und pa(z) mit ganz-

zahligen Koeffizienten gibt, sodafl fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt fi(n) < p1(f2(n))
und f2(n) < p2(f1(n)). .
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Beispiel 2.3.2: Die Funktionen fi(n) = 2n? und fo(n) = n® sind in polynomialer
Relation; dazu konnen wir pi(z) = 2z und po(z) = 23 wihlen, da 2n? < 2n° und
n® < (2n?)3.

a™ und b" sind in polynomialer Relation fir a,b > 1. Fiir p(z) = zogs ol gilt o =
(blogb a)n — (bn)logba < p(b").

Die Funktionen n2 und 2" sind jedoch nicht in polynomialer Relation, da es kein

Polynom p(z) gibt, fiir welches gelten wiirde p(n?) > 2 fiir alle n. n

Satz 2.3.1: Das RAM/RASP Modell unter dem logarithmischen Kostenkriterium
und das Turing-Maschinen Modell sind in polynomialer Relation; d.h. die Kom-

plexitatsfunktionen der beiden Modelle sind in polynomialer Relation. ]

Der Beweis des Satzes 2.3.1 ergibt sich aus einer Analyse der Simulation einer RAM
durch eine Turing—Maschine und umgekehrt. Unter dem uniformen Kostenkriterium
kann jede Turing-Maschine mit Komplexitat O(T'(n)) durch ein RAM Programm mit
Komplexitit O(T?(n)) simuliert werden. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Unter dem
uniformen Kostenkriterium kann nimlich eine RAM in O(n) Schritten die Zahl 22"
berechnen (22" = 22" 2 = (22" ")2). Eine Turing-Maschine braucht bereits 2" Zellen

nur um diese Zahl zu speichern.



Winkler, Formale Grundlagen 2 55

3. Effiziente Algorithmen und ihre Komplexitat

3.1. Multiplikation ganzer Zahlen

Der “klassische” Algorithmus zur Multiplikation zweier ganzer Zahlen x und y hat
die Komplexitat I(x) - I(y), da im wesentlichen jede Ziffer von z mit jeder Ziffer von
y multipliziert werden mufl. Um zwei Zahlen der Lange n zu multiplizieren, braucht

man also O(n?) Zeit.

Im Jahre 1962 hatten A. Karatsuba und Yu. Ofman V) eine Idee, wie man einen
Multiplikationsalgorithmus mit besserem Komplexitatsverhalten konstruieren konnte.
Sei B der Radix der Zahldarstellung. Der Einfachheit halber nehmen wir an, die Lange
n der beiden Multiplikanden x und y ware eine Potenz von 2. Wir zerschlagen die

Zahlen jeweils in zwei Teile

z=a-B"?+0,
, (3.1.1)
y==c- ﬂn/ + d7
wobei jeder dieser Teile die Lange n/2 hat. Das Produkt ergibt sich dann als
z=x-y=ac-B"+ (ad +bc) - B2 + bd
( ) (3.1.2)

=ac-B"+ ((a+b)(c+ d) — ac — bd) - A2 1 bd.

Zur Berechnung von zy geniigen also drei Multiplikationen (n/2)-stelliger Zahlen
und einige Additionen und Verschiebungen um Potenzen von 3. Diese Operationen

brauchen nur O(n) Zeit. Wir erhalten das Programm

begin
u < (a+b)*(c+d);
V4 a*c; (3.1.3)
w < b * d;
vk 4+ (u—v—w)* Y2 +w
end

Zur Berechnung der Produkte u, v und w wird die Multiplikationsprozedur rekursiv

angewandt.

Wir nehmen bis auf weiteres an, dafl a + b und ¢ + d jeweils (n/2)-stellige Zahlen

waren und ignorieren somit den moglichen Ubertrag, der bei der Addition von a und

1) A. Karatsuba und Yu. Ofman: Dokl. Akad. Nauk SSSR 145, 293-294 (1962) [englische
I"Jbersetzung: Multiplication of Multidigit Numbers on Automata, Soviet Phys. Dokl. 7, 595-596
(1963)].
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b entstehen und zu einer (n/2 + 1)-stelligen Zahl fiihren kann. Die Zeit fiir die Mul-

tiplikation zweier n—stelliger Zahlen ist also nach oben beschrankt durch

k firn=1

Tn) = {B’T(n/2) + kn, firn >1, (3.14)

wobei kn eine obere Schranke fiir die Additionen und Verschiebungen in (3.1.3) ist.

Als Losung von (3.1.4) erhalten wir
T(n) = 3kn'°83 — 2kn, (3.1.5)

was durch Induktion leicht zu beweisen ist 2):

die Basis, fiir n = 1 = 2°, ist trivial. Erfiillt T(7) = 3k7n'°83 — 2kn die
Beziehung (3.1.4), so gilt auch

T(2n) = 3T (n) + 2kn
= 3(3k7'°83 — 2k7) + 2k7
= 3k - 2'°83 . 7l°83 _ 6k 4 2km
= 3k(2m)'°83 — 2k(2m).

Wir kehren zuriick zum Problem, da8 a + b und ¢+ d eventuell die Lange n/2 + 1
haben konnten. In diesem Fall schreiben wir a+b als a; B"/ 21 by, wobei a, das fiihrende
Bit von a + b ist und by die restlichen Bits. Ebenso schreiben wir ¢+ d als clﬂ”/2 +d;.
Das Produkt (a + b)(c + d) ergibt sich nun als

aicy - B + (ardy + bier) - B2 + byds. (3.1.6)

Der Term byd; wird durch eine rekursive Anwendung der Multiplikationsprozedur auf
Zahlen der Lénge n/2 berechnet. Die iibrigen Multiplikationen in (3.1.6) sind ent-
weder Multiplikationen mit einem einzigen Bit oder Verschiebungen, haben also die
Komplexitidt O(n).

Somit ist die Zeitkomplexitit des Karatsuba Algorithmus O(n!°83) ~ O(n159).
Bisher haben wir nur Potenzen von 2 als Langen n zugelassen. Ist n keine Potenz von
2, so erhdhen wir die Lénge (durch Hinzufiigen fithrender Nullen) zur néchsten Potenz
von 2. Dabei wird die Lange hochstens verdoppelt. Der Faktor 2 kann aber in der

asymptotischen Komplexitiit vernachlissigt werden, denn O((2n)°83) = O(nlo83).

2) log ist dabei der Logarithmus zur Basis 2.
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Satz 3.1.1 (Karatsuba): Zwei Zahlen der Linge n kénnen in Zeit O(n'°83) multipliziert

werden. ]

Beispiel 3.1.1: Wir betrachten das folgende Zahlenbeispiel fiir den Karatsuba Algo-
rithmus. Der Radix 8 der Zahlendarstellung sei dabei 10.

r = 3141 a =31 b=41
y = 5927 c=159 d=27

u=(a+b)(c+d)="T72x86=06192
v =ac=31x59=1829
w =bd =41 x 27 = 1107
xy = 1829 x 10000 + (6192 — 1829 — 1107) x 100 + 1107
= 18616707 |

Der Karatsuba Algorithmus ist ein Beispiel fiir einen “divide-and-conquer” Al-
gorithmus. Dabei wird ein Problem dadurch gelost, dal es in mehrere Teilprobleme
geringerer Problemgrofle zerlegt wird. Die Zeitkomplexitit eines solchen Algorithmus
ist bestimmt von der Anzahl und Grofle der Teilprobleme und zu einem geringeren
Ausmafl vom Arbeitsaufwand fiir die Zerlegung des Problems. Rekursionsrelationen der
Art (3.1.4) treten bei der Analyse rekursiver “divide—and-conquer” Algorithmen héufig
auf. Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Losung solcher Rekursionsrelationen.
Dabei betrachten wir den Fall, dafl ein Problem der Grofle n zerlegt wird in a Probleme
der GroBle n/c. Der Aufwand fiir die Zerlegung und anschliefende Kombination der

Teilergebnisse sei b - n.

Satz 3.1.2: Seien a, b und c natiirliche Zahlen. Die Losung der Rekursionsrelation

T(n) = b, firn=1,
"= aT(n/c) +bn, firn>1

fiir eine Potenz n von c ist

O(n), falls a < ¢,
T(n) =< O(nlogn), fallsa=c,
O(n'°&:2)  falls a > c.
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Beweis: Wir zeigen zunachst fiir alle Potenzen n von ¢

log.n

T(n) =bn Z r, wobei r = a/c.
=0

Die Basis, fiir n = ¢® = 1, ist klar. Erfiillt nun T'(n) = bn Ziozggﬁri die Rekursions-

relation, so gilt auch
T(cn) = aT(W) + ben
=a(bn Ziozgg ﬁ7"') + ben
= b(cm) (2 - 2% et +1)
= b(cm) - Y128 i,
Ist a < ¢, dann konvergiert die geometrische Reihe Y o 7%, also T'(n) ist O(n).
Ist a = ¢, so ist jeder der O(logn) Summanden in T'(n) 1, also T'(n) ist O(n logn).

Ist a > ¢, dann ist die partielle Summe der geometrischen Reihe

1+log. n log, n
T ™ — 1 T a ©8e
- - bn - —— -rl98: " < 2bn - ————
r—1 r—1 08
——

—=nlogcc=np

T(n) = bn- = 2b-qa'%8™,

IN

also O(a'°8 ™), oder anders ausgedriickt O(n'°8¢). Dabei haben wir das allgemeine

Gesetz u!°8s ¥ = 9l°8: * verwendet. ]

Ist die Problemgrofie n keine Potenz von ¢, so kann man gewohnlich ein Problem
der Grofle n einbetten in ein Problem der Grofle n', wobei n’ die néchst grofiere Potenz

von c ist. Die asymptotische Wachstumsrate aus Satz 2.1.3 gilt also fiir beliebiges n.

Aus Satz 3.1.2 sehen wir, dafl man durch die Zerlegung eines Problems (bei lin-
earem Aufwand fiir die Zerlegung) in zwei Unterprobleme der halben Grofie einen
O(n logn) Algorithmus erhélt. Ist die Anzahl der Unterprobleme 3, 4 oder 8, dann ist
der Algorithmus von der Ordnung n!°83, n? oder n. Zerlegt man das Problem in 4, 9
oder 16 Unterprobleme der Grofle n/4, so erhélt man einen Algorithmus der Ordnung

1083 gder n2. Man konnte also einen asymptotisch schnelleren Muliplikations-

n logn, n
algorithmus dadurch erhalten, daffl man die Multiplikanden in 4 Teile zerlegt und das
Produkt ausdriickt in Termini von 8 oder weniger Produkten der Teile. D.E. Knuth 3)

beweist

3) D.E. Knuth: The Art of Computer Programming, Vol. 2, Addison—Wesley, Reading, Mas-
sachusetts (1969).
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Satz 3.1.3: Fiir jede positive reelle Zahl e gibt es einen Multiplikationsalgorithmus
fiir natiirliche Zahlen, welcher zur Multiplikation zweier Zahlen der Lange < n Zeit
O(n'*€) braucht. ]

Den bisher bekannten Algorithmus mit der besten asymptotischen Komplexitat
erhalt man durch Verwendung der schnellen Fourier Transformation. Es ist dies der
Algorithmus von Schénhage und Strassen; seine Komplexitét ist O(n logn loglogn).
Wir verweisen dazu auf [AHU], [Lip] und [Sed].

Jede Verbesserung der Komplexitat der Multiplikation zieht auch eine Kom-
plexitdtsverbesserung anderer Operationen auf den ganzen Zahlen nach sich. Sei M (n)
die Zeit fiir die Multiplikation zweier n—stelliger Zahlen, D(n) die Zeit um eine 2n—
stellige Zahl durch eine n—stellige Zahl zu dividieren, so gilt der folgende Satz.

Satz 3.1.4: Die Komplexititsfunktionen M (n) und D(n) unterscheiden sich nur um

einen konstanten Faktor.

Beweis: [AHU] Theorem 8.5. u
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3.2. Multiplikation von Polynomen

Die “klassische Methode zur Multiplikation von Polynomen p(z) = >\, p;z* und
q(z) = Y5, g;z iiber einem Ring R benutzt die Formel

m+n
r(z) =p()-q@)=>_ (> pi-g)a
1=0 it+j=I

Sind p und g Polynome in v Variablen in dichter Darstellungsweise, so ist der

Zeitaufwand fir die Multiplikation von p und ¢ abschatzbar durch
pOa qo H ]- + degz 1 + degz Q)a

wobei pg und go die grofiten Koeffizienten in p und ¢ sind und M (r,s) eine Kom-
plexitatsabschatzung fiir die Multiplikation von Elementen r, s in R ist. Ist etwa
M(r, s) von der Ordnung 1, so ist die Zeit fiir die Multiplikation zweier Polynome vom
Grad < n in jeder der v Variablen O(n?*) = O((n)?).

Fiir den Fall dichter Polynome ist es auch sinnvoll, die Karatsuba Methode zur

Multiplikation anzuwenden. Dazu zerlegen wir
p(@) =pi(@) & +po(e) und g(z) = (@) & + go(2).
Es gilt nun
r(z) = p(z) - () = prarz® ™ + ((p1 + po) (a1 + q0) — Pra1 — Podo) ™1 + pogo.

Man kommt also mit drei Teilmultiplikationen aus, wobei die Multiplikanden jeweils
vom Grad < [n/2] sind. Daraus ergibt sich (wiederum unter der Annahme M(r, s) =
O(1)) die Zeilkomplexitit O(n¥19823) = O((n¥)!°823) fiir die Multiplikation zweier

Polynome mit Grad < n in jeder der v Variablen.
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3.3. Evaluierung von Polynomen

Es sei das Polynom p(z) = Y .-, p;z* in der Variablen z iiber dem Ring R und ein

Element zy aus R gegeben. Gesucht ist der Wert von p an der Stelle xg, also p(xg).

Man konnte nun sukzessive pg, p1z,...,ppx™ berechnen und brauchte auf diese
Weise 2n — 1 Multiplikationen und n Additionen im Ring R zur Berechnung von p(zy).
Eine wesentliche Verbesserung der Komplexitat 1afit sich jedoch mit der Hornerschen

Regel erreichen. Dabei wird p(z() nach dem Schema

p(xo) = (... (Pn%o + Pn-1) - To +...) o + Do

berechnet. Dazu sind n Multiplikationen und n Additionen in R notwendig. Die

Hornersche Regel ergibt sich aus der Division von p(z) durch z — a.

Zerlegt man das Polynom p(z) in der Art

/2l /2l
p(z) = Z ajac2]+ Z b2kt
§=0 k=0

) S/

-~ v
’ p'!

p

so ist , ) ) )
P (zo) = (... (a|ny2)%5 + Anj2j—1)T5 + .. )Ty + ao und

p"(@0) = ((- - (Opny21-1%5 + brny21—2)5 + - - )25 + bo)o.
Diese Methode nennt man die Hornersche Regel zweiter Ordnung. Um nun p(zg) auf
diese Weise zu berechnen, braucht man 1+ |n/2|+ [n/2] = n+ 1 Multiplikationen und
In/2]+([n/2]—1)+1 = n Additionen in R. Das ist zwar keine Verbesserung gegeniiber
der Hornerschen Regel erster Ordnung, hat man aber sowohl p(zg) als auch p(—zg) zu
berechnen, so kann man das durch eine einzige zusitzliche Addition erreichen. Die

Hornersche Regel zweiter Ordnung ergibt sich aus der Division von p(z) durch z% — a?.
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4. Entscheidbarkeit — Unentscheidbarkeit

4.1. Akzeptierungsproblem und Halteproblem fiir Turing—
Maschinen

Unter einem (Entscheidungs—) Problem verstehen wir eine Frage der Art “Ist die
natiirliche Zahl n ein Quadrat?” Fiir eine Festlegung des Parameters n ist die Antwort
entweder “ja” oder “nein”. Eine Instanz eines Problems ist eine Liste von Argumenten,
ein Argument fiir jeden Parameter des Problems. So ist etwa (15) eine Instanz des

obigen Problems.

Einem Problem P mit Parametern pq,...,pr kann auf offensichtliche Weise eine

Sprache Lp wie folgt zugeordnet werden:

Lp ={(n1,...,ng) | die Antwort auf die Instanz (nq,...,ng)

des Problems P ist ”ja” }.

Definition 4.1.1: Ein Problem P, dessen Sprache Lp rekursiv ist, heif3t entscheidbar.
Andernfalls heifit P unentscheidbar. Ist Lp r.a., so sagt man auch P ware semi-

entscheidbar. ]

Definition 4.1.2: Zunachst bringen wir jede Turing-Maschine in eine gewisse kanoni-
sche Form, man spricht dabei von der Kodierung einer Turing-Maschine. Sei M
eine Turing-Maschine mit Zustandsmenge {q1, ..., ¢}, Eingabealphabet {0,1}, Ban-
dalphabet {0,1,U}, Anfangszustand ¢;, Endzustandsmenge F = {g;} und Uber-
fithrungsfunktion §. Das stellt keine Einschrankung dar, da jedes Alphabet ¥ in
{0, 1} kodiert werden kann. Wir bezeichnen die Bewegungsrichtungen “links”, “rechts”
mit Dq, D, (der Einfachheit halber lassen wir nicht zu, dafi der LS-Kopf stationir
bleibt; diese Situation kann aber immer durch eine Folge von rechts—links Bewegungen
simuliert werden), und die Symbole 0,1,0l mit X;, X2, X3. Eine allgemeine Operation
von M hat also die Gestalt

6(qi, X;) = (qr> X1, Din).
Diese Operation wird kodiert als

0°10710%10'10™. (4.1.1)
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Die Turing-Maschine M wird kodiert als
111 codey 11 codey 11 ... 11 code, 111, (4.1.2)

wobei jeder code; die Form (4.1.1) hat und jede Operation von M von einem code;
kodiert ist. Die (bis auf Umordnung der code;’s eindeutig bestimmte) Kodierung von
M wird mit (M) bezeichnet. n

Beispiel 4.1.1: Als Beispiel einer solchen Kodierung betrachten wir die Turing-
Maschine M mit Q = {QI7Q27QB}a Y= {071}7 I = {0717|—]}7 F = {Q2}7 und

5(Q17 1) = (q37 07 R)7 5(q3a O) = (6117 ]-a R)7 5(6137 1) = (q27 07 R)7 5(6137 l—l) = (q37 17 L)
Eine mogliche Kodierung von M (Version von (M)) ist

11101001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010111. m

Es ist also klar, da8 die (Kodes von) Turing-Maschinen in einer Reihe M;, M5,
Ms, . .. angeordnet werden konnen (etwa der Lange nach und alphabetisch bei gleicher
Lénge). Ebenso konnen die Worter in {0, 1}* in einer Reihe w1, wa, w3, . .. angeordnet

werden. Fiir 7,5 € N definieren wir nun

4 — 0, falls w; € L(M;),
o 11, sonst.

Auf diese Weise erhalten wir eine nach unten und rechts unendliche Matrix
™
Woérter M1 M2 M3

wy

w2

w3

Definition 4.1.3: Wir benutzen die Diagonalelemente in dieser Matrix zur Definition

der Diagonalsprache
Log={w; | aj; =1}

Also w; € Ly = (F g L(M]) [ |

Satz 4.1.1: Die Diagonalsprache Lg ist nicht r.a.
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Beweis: Angenommen es gabe eine Turing-Maschine M}, welche L, akzeptiert. Daraus
wiirde sich folgende Kontradiktion ergeben: falls w; € L4, dann a;; = 1, also w; ¢
L(Mj). Andererseits, falls w; € Lq, dann a;; = 0, also w; € L(M;). L(M;) ware also

verschieden von L. n

Definition 4.1.4: Das Akzeptierungsproblem fiir Turing—Maschinen ist das Problem,
fiir eine gegebene Turing—Maschine M (mit Bandalphabet {0, 1,1}) und ein gegebenes
Wort w € {0, 1}* zu entscheiden, ob M das Wort w akzeptiert. Die zum Akzeptierungs-

problem gehorige Sprache heifit die universelle Sprache. Sie ist definiert als

L, ={ (M)w | M akzeptiert w }. n

L, ist universell in dem Sinn, daf§ die Frage, ob eine Folge w in {0,1}* von einer
Turing-Maschine M (0.B.d.A. mit Bandalphabet {0, 1, LI}) akzeptiert wird, Aquivalent
ist zur Frage, ob (M)w € L,.

Satz 4.1.2: L, ist r.a.

Beweis: Wir konstruieren eine Turing—Maschine mit 3 Bandern M2, welche L,, akzep-
tiert. Das erste Band von M3 ist das Eingabeband und enthilt also eine Instanz (M )w
des Akzeptierungsproblems. Die Operationen der Turing-Maschine M sind zwischen
den ersten zwei Blocken von drei len auf dem ersten Band kodiert. Das zweite Band
von M2 simuliert das Band von M. Auf dem dritten Band von M2 wird der Zustand

¢; von M als 0° abgespeichert. Die Turing-Maschine M2 funktioniert folgendermafen:

(1) Uberpriife den Inhalt von Band 1 darauf hin, ob er mit einem Wort der Form (4.1.2)
beginnt und es keine zwei Operationskodes gibt, welche mit 01071 fiir dasselbe
i und j beginnen. Weiters priife fiir jeden Operationskode 0¢10710¥10'10™ ob
1<5<3,1<I<3und 1< m < 2. Beidiesen Berechnungen kann Band 3 als

Arbeitsband benutzt werden.

(2) Schreibe w, den Teil der Eingabe nach dem zweiten Block von drei len, auf Band
2. Schreibe 0 (die Kodierung fiir den Zustand ¢;) auf Band 3. Alle LS-Kopfe
werden am linken Bandende positioniert. Diese Symbole konnen markiert werden,

sodaf} sie leicht wieder aufgefunden werden konnen.

(3) Enthilt Band 3 das Wort 00, den Kode fiir den Endzustand ¢z, so halte und

akzeptiere.
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(4) Sei X; das aktuelle Symbol (auf welches der LS-Kopf zeigt) von Band 2 und sei
0° der Inhalt von Band 3. Suche auf Band 1 von links bis zum zweiten Block
von drei len nach einem Unterwort mit dem Prifix 110°1071. Wird ein solches
Wort nicht gefunden, so halte und weise die Eingabe zuriick; M kann keinen
nichsten Schritt ausfithren und hat nicht akzeptiert. Wird jedoch ein Kode der
Form 0?10710%10'10™ gefunden, so schreibe 0% auf Band 3, schreibe X; auf die
aktuelle Bandzelle in Band 2 und bewege den LS-Kopf 2 in die Richtung D,,.
Fahre fort mit Schritt (3).

Offensichtlich akzeptiert M2 das Eingabewort (M)w genau dann, wenn M das
Wort w akzeptiert. Hilt M nicht auf w oder hilt es ohne zu akzeptieren, so tut M3
dasselbe auf (M)w. n

Definition 4.1.5: Da L, r.a. ist, gibt es eine Turing—Maschine M,, (mit einem Band),
welche L, akzeptiert. Diese (allerdings nicht eindeutig bestimmte) Turing—Maschine
M, heifit die universelle Turing—Maschine, da sie die Arbeit jeder Turing—Maschine

verrichtet. n

Die universelle TM L, ist ein Interpreter fiir jede TM.

Satz 4.1.3: L, ist nicht rekursiv, das Akzeptierungsproblem fiir Turing—Maschinen

ist also unentscheidbar.

Beweis: Wir nehmen an, es gabe eine Turing-Maschine M, welche L, entscheidet
(d.h. M stoppt auf jeder Eingabe und akzeptiert L,). Dann konnten wir Ly wie folgt
entscheiden: fiir eine gegebene Eingabe w bestimmen wir zunachst den Index i, fiir
welchen gilt w = w;. Aus i berechnen wir die Turing-Maschine M;. Die Folge (M;)w;
geben wir nun als Eingabe an M und akzeptieren w genau dann, wenn M die Folge
(M;)w; nicht akzeptiert, also M; das Wort w; nicht akzeptiert. Da wir aber aus (1)
wissen, dafl Ly nicht rekursiv ist, kann es keinen solchen Entscheidungsalgorithmus

geben, also auch keine Turing-Maschine M, die L, entscheidet. ]

Ein scheinbar einfacher zu behandelndes Problem ist das Halteproblem “stoppt
(halt) die Berechnung der Turing—Maschine M auf dem Eingabewort w?” Man sieht
aber leicht, dafl auch das Halteproblem unentscheidbar sein muf}; da man andernfalls
sofort einen Algorithmus zur Entscheidung des Akzeptierungsproblems konstruieren

konnte. Bei genauerer Betrachtung stellt sich sogar heraus, dafl es nicht einmal einen
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Algorithmus gibt, der von einer Turing—Maschine entscheiden konnte, ob sie auf der

leeren Eingabe stoppt.

Def. 4.1.6: Mit der selben Bezeichnung wie in Def. 4.1.4 seien
Ly, ={ (M)w | M stoppt bei Eingabe w },

Ly.={ (M) | M stoppt bei Eingabe € }.

I

Ly, ist die zum Halteproblem gehorige Sprache, Ly, . die zum eingeschrinkten Halteprob-
lem gehorige Sprache. |

Satz 4.1.4: L, ist nicht rekursiv, also das Halteproblem fiir Turing—Maschinen ist

unentscheidbar.

Beweis: Ware Ly rekursiv, so ware auch L, rekursiv. Ware namlich M} eine im-
mer terminierende Turingmaschine, welche L; akzeptiert, so ware M, eine immer ter-

minierende universelle Turingmaschine:

M,:

nein nein

(M)w (Myw M| ja
| nein
w M | ja ja

Dabei geniigt es, Eingaben (M)w zu betrachten, wobei die TM M genau dann hélt,

Y

Y

wenn sie die Eingabe akzeptiert. Jede TM kann auf algorithmische Weise in eine
solche ™ transformiert werden.

Auch das eingeschrankte Halteproblem Ly . ist unentscheidbar, wir konnen das

aber erst spater beweisen.

Die iiblichen Programmiersprachen, wie FORTRAN, Pascal, etc. sind universell,
d.h. sie sind in der Lage, jede Turing-Maschine zu simulieren und umgekehrt. Es kann
also z.B. auch kein Pascal-Programm geben, welches von einem beliebig vorgegebenen

Pascal-Programm entscheiden konnte, ob dieses bei der Eingabe 0 stoppt.
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4.2. Der Satz von Rice

Wir haben festgestellt, dafl es unmoglich ist von einer Turing-Maschine M und
einem Wort w zu entscheiden, ob M das Wort w akzeptiert, ja es ist nicht einmal
moglich zu entscheiden, ob M auf der leeren Eingabe stoppt! Es erhebt sich also die
Frage: Welche Eigenschaften von Turing—Maschinen sind denn nun entscheidbar? Oder

mit anderen Worten: Welche Eigenschaften von r.a. Sprachen sind entscheidbar?

Zunachst definieren wir, was wir unter einer Eigenschaft r.a. Sprachen verstehen

wollen.

Definition 4.2.1: Wir nennen jede Menge S rekursiv aufzédhlbarer Sprachen (iiber
{0,1}) eine Eigenschaft r.a. Sprachen. S ist eine triviale Eigenschaft, wenn S leer ist

oder alle r.a. Sprachen enthalt. Die Eigenschaft S heif3t entscheidbar, wenn die Sprache
Ls={(M) | L(M)eS}

rekursiv ist, wenn es also moglich ist von jeder Turing—Maschine zu entscheiden, ob die

von ihr akzeptierte Sprache in S ist. [ ]

Satz 4.2.1 (Satz von Rice V): Jede nichttriviale Eigenschaft r.a. Sprachen ist un-

entscheidbar.

Beweis: Sei S eine nichttriviale Eigenschaft r.a. Sprachen. Wir kénnen annehmen, dafl
0 ¢ S, denn andernfalls kénnten wir anstatt S sein Komplement S betrachten. Sei nun
L eine Sprache in § und My, eine Turing-Maschine , die L akzeptiert. Wir konstru-
ieren nun eine Turing—Maschine A, welche den Kode (M) einer Turing—Maschine und
ein Wort w als Eingabe nimmt und den Kode (M') einer anderen Turing—Maschine

produziert, sodafl

LM eS8 < (M)we L, (M akzeptiert w).

Konstruktion von A:

A produziert den Kode einer Turing-Maschine M’ mit folgender Eigenschaft:

zuerst ignoriert M’ seine Eingabe und simuliert M auf w. Wird w von M nicht

1) H.G. Rice: Classes of recursively enumerable sets and their decision problems, Trans. Amer.
Math. Soc. 89, 25-59 (1953).
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akzeptiert, so akzeptiert auch M’ sein Eingabewort x nicht. Andernfalls simuliert
M’ das Verhalten von My, auf x und akzeptiert z genau dann, wenn My, = akzep-

tiert.

M’

Jja  Start ja ja

i Bl e g 5
m |

\
 {

Also
L(M') = {@, falls w & L(M),
L, sonst.

Wire nun S entscheidbar, so giabe es eine Turing-Maschine Mg, welche Lg entschei-
det. Das aber hitte zur Folge, dafl wir einen Algorithmus zur Entscheidung von L,

konstruieren konnten:
1. Wende A auf (M)w an und erzeuge (M').

2. Wende Mg auf (M') an. Ist die Antwort “ja”, so ist (M)w € L,, andernfalls
nicht.

L, ist aber nicht rekursiv, also kann auch S nicht entscheidbar sein. [

Nun sind wir in der Lage, relativ einfach einzusehen, dafl auch das eingeschrankte
Halteproblem unentscheidbar ist. Dazu betrachten wir auch noch das eingeschrankte

Akzeptierungsproblem.

Definition 4.2.2: Mit der selben Bezeichnung wie in Def. 4.1.4 sei
L,.={ (M) | M akzeptiert € }.

L, . ist die zum eingeschrankten Akzeptierungsproblem gehorige Sprache. [
Satz 4.2.2: L, . ist nicht rekursiv.

Beweis: Sei S, die Eigenschaft r.a. Sprachen, das leere Wort zu enthalten, also

Ls, = { (M) | c€ L(M) }.

a

S, ist eine nichttriviale Eigenschaft r.a. Sprachen, und Ls, = L, .. Wegen des Satzes

von Rice ist S, unentscheidbar. [
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Satz 4.2.3: Ly, . ist nicht rekursiv.

Beweis: Ware das eingeschrankte Halteproblem entscheidbar, so ware auch das
eingeschrankte Akzeptierungsproblem entscheidbar. Ebenso sie im Beweis von Satz
4.1.4 konnen wir annehmen, dass M genau dann halt, wenn es seine Eingabe akzeptiert.
Fiir gegebenes (M) miifiten wir einfach entscheiden, ob M auf € hélt, und gegebenen-
falls ob M das leere Wort € akzeptiert. Wegen Satz 4.2.2 kann das aber nicht moglich

sein. [
Beispiel 4.2.1: Es gibt reelle Zahlen, die man nicht berechnen kann. Wir konstruieren
so eine Zahl a.

Sei My, M5, ... eine Enumeration aller Turingmaschinen. Fiir 7 € N sei

- {O falls e € L(M;),
v 1 sonst.

Dann kann es keinen Algorithmus geben, welcher die Ziffern der reellen Zahl
a:=0,a0a1a2... €R

berechnet. n
Beispiel 4.2.2: Aus dem Satz von Rice ergibt sich die Unentscheidbarkeit der folgen-
den Probleme:

(1) “L(M;) = L(M3) 7", also ob zwei TMen dieselbe Sprache akzeptieren.

(2) “L(My) C L(M,) ?”, also ob die TM M3 mindestens so viel akzeptiert wie die TM
M.

(3) “L(M) = L 77, also ob die TM M genau die Sprache L akzeptiert; bzw. ob ein
Programm die Spezifikation erfillt. ]
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4.3. Die Unentscheidbarkeit eines Pflasterungsproblems

Wir geben uns eine endliche Menge von Typen von Pflastersteinen vor, von denen
jeder die Form des Einheitsquadrats hat. Das Problem besteht darin, den ersten Quad-
ranten der Ebene mit Pflastersteinen der gegebenen Typen zu pflastern. Die einzigen
Einschrankungen bestehen darin, daf ein spezieller “Anfangs”Stein an der linken un-
teren Ecke plaziert werden muf}, und dal nur gewisse Typen horizontal und vertikal

benachbart sein diirfen. Es ist auch nicht gestattet, die Pflastersteine zu drehen.

Definition 4.3.1: Etwas formaler verstehen wir unter einer Instanz des Pflasterungs-
problems ein Quadrupel D = (D, dy, H, V'), wobei D eine endliche Menge (von Pflaster-
steintypen) ist, dy € D (Anfangsstein), und H,V C Dx D (erlaubte Paare benachbarter
Typen). Eine Pflasterung durch D ist eine Funktion f: N x N — D sodaf§

f(0,0) :d07
(f(n,m), f(n+1,m)) € H und (f(n,m), f(n,m+1)) €V fiir alle n,m € N.

Das Pflasterungsproblem lautet also wie folgt: “Gibt es zum Pflasterungssystem D eine
Pflasterung durch D?” ]

Satz 4.3.1: Das Pflasterungsproblem ist unentscheidbar.

Beweis: Dafl das Pflasterungsproblem unentscheidbar ist, zeigen wir dadurch, daf wir
das eingeschrankte Halteproblem darauf reduzieren. Ware also das Pflasterungsprob-
lem entscheidbar, so ware auch das Halteproblem entscheidbar. Das ist aber laut Satz
4.2.3 nicht der Fall.

Dazu ist es notwendig fiir jede Turing-Maschine M ein Pflasterungssystem Dy, zu
konstruieren, sodafl es genau dann eine Pflasterung durch Dy, gibt, wenn die Berech-
nung von M auf der leeren Eingabe nicht stoppt. Um die Betrachtung zu vereinfachen,
schranken wir Turing-Maschinen dahingehend ein, dafl sie nur entweder schreiben
konnen, oder den LS-Kopf bewegen, aber nicht beides gleichzeitig. Man kann sich
leicht iiberlegen, dafl auf diese Weise die Berechnungspotenz einer Turing-Maschine

nicht geschmalert wird.

Ist nun M eine Turing—Maschine mit Zustandsmenge (), Anfangszustand ¢y, Band-
alphabet I' und Uberfithrungsfunktion 4, so ist Dy = (D, do, H, V), wobei die Paare in
H,V an den benachbarten Seiten iibereinstimmen miissen und D die folgenden Typen

von Pflastersteinen enthilt:
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(a) Fiir jedes Symbol v € T" die Type
Y

v
(b) Fiir jedes v € T und ¢q € Q, sodaB 6(q,7v) = (p,n) fiir gewisse p € Q, n € T
die Type
(p,n)

(2,7)

(c¢) Fiir jedes v € T' und ¢q € @, sodaB 6(q,v) = (p, R) fiir ein gewisses p € Q,
und fiir jedes n € I" die Typen

F

04
]
N
—(4,7)
(d) Fiir jedes v € I und ¢ € Q, soda8l 6(q,v) = (p, L) fiir ein gewisses p € Q,
und fiir jedes n € I' die Typen

(p,) T
— —
& &
n 7
(e) Dariiberhinaus sei dgy die Type
(qo’ U)
u

und wir haben auch die die folgende Type zur Verfiigung.
u
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Durch diese Festlegung von D), erzwingen wir, dafl die “Zeilen” einer durch D),
erzeugten Pflasterung den Konfigurationen in der Berechnung der Turing—Maschine
M auf der leeren Eingabe entsprechen. Der erste Quadrant kann also genau dann
durch D), gepflastert werden, wenn die Berechnung von M auf der leeren Eingabe
nicht stoppt. Somit ist die Reduktion des Halteproblems auf das Pflasterungsproblem
durchgefiihrt. u

Beispiel 4.3.1: Als Beispiel betrachten wir die Turing-Maschine My mit Q = {qo, q1},
r = {uU}, 6(go0,U) = (q1, R), 6(q1,U) = (o, L). My bewegt einfach den LS—Kopf hin
und her und kommt dabei niemals iiber die zweite Bandzelle hinaus. Die Pflasterung
des ersten Quadranten, die der unendlichen Berechnung von M, auf der leeren Eingabe

entspricht, sieht folgendermaflen aus

i | 1 '
: 1 | I
L (g1, ) u L e
L_
(g0, ) L u U n
e
L (g1, L)) LI LI L
L
(g0, U) U - L =z
LI L LI L
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4.4. Das Korrespondenzproblem von Post

Ein anderes unentscheidbares Problem ist das Korrespondenzproblem von Post.
Die Unentscheidbarkeit des Korrespondenzproblems von Post hat zur Folge, dafl auch
viele andere interessante Problem als unentscheidbar erwiesen werden konnen, so z.B.

die Mehrdeutigkeit kontextfreier Grammatiken.

Definition 4.4.1: (a) Eine Instanz des Korrespondenzproblems von Post (Post’s cor-

respondence problem, PCP) besteht aus zwei Listen von Wortern
A=w,...,wg und B=x,...,x

iiber einem Alphabet Y. Diese Instanz des PCP hat eine Lésung genau dann, wenn es

eine Folge von ganzen Zahlen iy, ...,4, € {1,...,k}, mit m > 1, gibt, sodafl

wil wzm :lexzm

Die Folge i1, ..., %y, ist eine Losung dieser Instanz des PCP.

(b) Ein Instanz des modifizierten Korrespondenzproblems von Post (MPCP) sieht
aus wie eine Instanz des PCP. Fiir eine Losung des MPCP muf} aber zusatzlich gelten
11 = 1, also der Losungsstring muf} jeweils mit dem ersten Element der Listen A, B

beginnen. -

Beispiel 4.4.1: Sei das zugrunde liegende Alphabet ¥ = {0, 1}.

(a) Wir betrachten die Instanz des PCP, welche durch folgende Listen gegeben ist:

Liste A Liste B
1 w; T
1 1 111
2 10111 10
3 10 0

Diese Instanz des PCP hat eine Losung, namlich
m=4,i1 =2,ip = 1,i3 = 1,14 = 3,

also

wowiwiws = 101111110 = z9x12123.
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(b) Wir betrachten die Instanz des PCP, welche durch folgende Listen gegeben ist:

Liste A Liste B
1 w; T;
1 10 101
2 011 11
3 101 011
Angenommen 4y,...,%, ist eine Losung dieser Instanz des PCP. Um die

Ubereinstimmung am Stringanfang zu gewéhrleisten muf gelten i = 1. Also
wir haben bisher als Teillosung

w1 = 10

z; = 101

Wir miissen nun aus A ein Wort wahlen, das mit 1 beginnt, also is € {1, 3}.
15 = 1 funktioniert aber nicht, da wir sonst in der Teillosung eine Diskrepanz an

der vierten Stelle hatten. Somit bleibt nur i, = 3, also die Teillosung

wiwg = 10101
r1xr3 = 101011

Nun sind wir aber wieder in der gleichen Situation wie vorhin, namlich dafl die
Teillosung aus B um eine 1 langer ist als die Teillosung aus A. Mit dersel-
ben Argumentation wie oben ergibt sich also i3 = ¢4 = ... = 3. Eine andere
Wahlmoglichkeit gibt es nicht. Die beiden Strings konnen also nie dieselbe Lange

haben. Somit ist diese Instanz des PCP unlosbar. [ ]
Satz 4.4.1: Ware PCP entscheidbar, dann ware auch MPCP entscheidbar.

Beweis: Sei

A=wq,...,wg, B=ux,...,2k

eine Instanz von MPCP. Wir transformieren diese Instanz von MPCP in eine Instanz
von PCP, welche genau dann losbar ist, wenn die gegebene Instanz von MPCP losbar

ist. Damit ist der Satz dann bewiesen.

Sei ¥ das kleinste Alphabet, welches alle Symbole in A und B enthalt und
zusatzlich die beiden Symbole g und $. Sei y; das Wort, das aus w; entsteht, in-
dem man nach jedem Symbol in w; das Symbol g einfiigt, und sei z; das Wort, das
aus z; entsteht, indem man vor jedem Symbol in x; das Symbol g einfiigt. Weiters

betrachten wir neue Worter

Yo = BY1, 2o = 21,
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Yk+1 =%, 2xy1 = 29.

Seien nun
C:y07y17" D:Z07217"

-y Yk+1, .y Zkt1-

Fiir die Listen aus Beispiel 4.4.1(a) ergibt sich etwa dadurch folgende Transformation:

MPCP: PCP:
Liste A Liste B Liste C Liste D
[ Wy T [ Yi Z
1 1 111 0 #1g s1g161
2 10111 10 1 1g #lglgl
3 10 0 2 1804181818 #8140
3 1g0g g0
4 $ 2$

Die Listen C' und D spezifizieren eine Instanz des PCP, welche genau dann losbar

ist, wenn die gegebene Instanz des MPCP losbar ist.

Denn ist etwa 1,11, ...,% eine Losung des MPCP, dann ist 0,41,...,%.,k + 1 eine

Losung des PCP.

Andererseits, ist 71, ..
tr = k + 1. Sei j der kleinste Index sodaf} 4; = k + 1. Dann ist ¢y, ..

., 1 eine Losung des PCP, dann muf} gelten 4; = 0 und
.,1; auch eine
Losung, da das Symbol $ nur als letztes Symbol von yg41 und zg41 vorkommt, und fiir
kein I mit 1 <1 < j gilt 4 = k + 1. Somit ist 1,49, ..
MPCP.

.,1j—1 offenbar eine Losung des

Gibt es also einen Algorithmus um PCP zu entscheiden, so erhalten wir daraus

auch einen Algorithmus um MPCP zu entscheiden. |

Mit dieser Hilfsiiberlegung sind wir nun in der Lage, die Unentscheidbarkeit von

PCP zu beweisen.
Satz 4.4.2: PCP ist unentscheidbar.

Beweis: Wir zeigen, dafl das Akzeptierungsproblem fiir Turing-Maschinen auf MPCP
reduzierbar ist, d.h. wire MPCP entscheidbar, so ware auch das Akzeptierungsproblem
entscheidbar. Das ist aber laut Satz 4.1.3 nicht der Fall. Somit ist MPCP nicht
entscheidbar, und wegen Satz 4.4.1 auch PCP nicht entscheidbar.
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Fiir jede TM M und jedes Wort w konstruieren wir ein MPCP, welches 16sbar ist

genau dann, wenn es eine Losung der Form

HQpWHUIQVIFH - - FURGRURFE - -

hat, wobei Strings zwischen aufeinanderfolgenden # aufeinanderfolgende Konfiguratio-

nen von M sind bei Eingabe w, und g ein akzeptierender Zustand von M ist.

Wir geben nun die Listen A und B des zugehorigen MPCP an. Wir nehmen an,
dafl die TM M stoppt, sobald ein akzeptierender Zustand erreicht wird. Aufler fiir
das erste Paar vergeben wir keine Nummern, da diese fiir die Existenz einer Losung

irrelevant sind.

Gruppe 0: erstes Paar
Liste A Liste B

7 #Hqow#
Gruppe I: (Kopieren) fir « € T:
Liste A Liste B

(0% (0%

# #

Gruppe II: (Anwenden der Uberfiihrungsfunktion) firqe Q\F,peQ, a,pB,yeI:
Liste A Liste B

qo Bp falls 6(q, @) = (p, B, R)
Yo J2alt falls 6(q, @) = (p, 8, L)
q# Bp# falls 6(¢q, 1) = (p, B, R)
Yq# pYO# falls 6(q, L)) = (p, 8, L)

Gruppe I1I: (Endbehandlung) fir ¢ € F, und «, 3 € I':
Liste A Liste B

aqp q
aq q
qB q

Gruppe IV: (Liste A abschlieflen) fiir ¢ € F":
Liste A Liste B

a## #
Wir nennen (z,y) eine Teillosung von MPCP bzgl. der Listen A und B, wenn z

ein Anfangsstiick (Prefix) von y ist, und « bzw. y durch Verkettung korrespondierender
Strings aus den Listen A bzw. B hervorgehen. Ist xz = y, so nennen wir z den Rest

von (z,y).
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Angenommen ausgehend von der Konfiguration gow gibt es eine giiltige Folge
von k weiteren Konfigurationen, also eine Berechnung dieser Linge (die aber nicht
notwendigerweise hier zu Ende sein mufl). Dann behaupten wir, daf§ es eine Teillosung
der Form

(z,y) = (FgowHu1qrvi# - - - Fup_1qr— 117,
#QwH#Hur o1t - - Fuk—1qk—1Vk— 1 F UKL VEFE)

gibt. Zudem ist das die einzige Teilldsung, deren ldngerer String so lang ist wie |y].

Wir beweisen diese Behauptung durch Induktion iiber k. Fir £ = 0 ist die Be-
hauptung trivial, da das Paar (#, #qow#) als erstes gewahlt werden muS8.

Angenommen die Behauptung gilt fiir ein k¥, und dafl g; nicht in F' ist. Der Rest
des Paares (z,y) ist z = ugqrvg#. Die nichsten Paare miissen nun so gewihlt werden,
daf ihre Anteile aus A den String z ergeben. Unabhangig davon welche Symbole rechts
und links von ¢ stehen, gibt es hochstens ein Paar in Gruppe II, welches es erlaubt,
die Teillosung tiber g hinaus fortzusetzen. Dieses Paar entspricht in natiirlicher Weise
einem Berechnungsschritt von M ausgehend von der Konfiguration ugqrvi. Die an-
deren Symbole von z fithren zwangslaufig zu Paaren aus der Gruppe I. Keine andere
Auswahl von Paaren erlaubt es, z darzustellen als Verkettung von Elementen der Liste
A. Somit erhalten wir eine neue Teillosung (y, yuk+1qr+1vy+17). Offensichtlich ist
Uk+1qk+1Vk+1 die einzige Konfiguration, welche M in einem Schritt von ugqrvy errei-
chen kann. Es gibt auch keine andere Teillosung, deren zweiter String so lang ist wie

|YUk11qK+1Vk+1|. Somit ist die Behauptung auch fiir £ 4+ 1 nachgewiesen.

Ist nun ¢ € F, so findet man leicht Paare aus den Gruppen I und III, welche
es erlauben die Teillosung (z,y) zu einer Losung des MPCP mit Listen A und B zu

vervollstandigen, nachdem als letztes Paar dasjenige aus Gruppe IV gewahlt wurde.

Somit ist klar, dal MPCP mit Listen A und B eine Ldsung besitzt, wenn M
ausgehend von der Konfiguration gyw einen akzeptierenden Zustand erreicht. Erreicht
M keinen akzeptierenden Zustand, so konnen die Paare aus den Gruppen III und IV
nicht angewendet werden. Somit wird in jeder Teillosung der zweite String langer sein

als der erste, und es ist daher keine vollstandige Losung moglich.

Abschlielend stellen wir also fest, dafl die Instanz des MPCP genau dann eine
Losung hat, wenn M bei Eingabe w in einem akzeptierenden Zustand halt. Die obige
Konstruktion kann fiir jede TM M und Eingabewort w ausgefiihrt werden. Géabe es also
einen Algorithmus zur Entscheidung von MPCP, dann gabe es auch einen Algorithmus
zur Entscheidung des Akzeptierungsproblems fiir Turing—Maschinen, im Widerspruch
zu Satz 4.1.3. u
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ﬁbung: Sei M die TM

M = ({QO7 q1, Q2}a {07 1}’ {07 1, |—|}7 qo, {Q2}’ 5)7

wobei § wie folgt definiert ist:

0 1 L

q0 (q1,1, R) (91,0, L) (q1,1,L)
a1 (2,0, L) (90,0, R) (91,0, R)
qz2 — — —

Wie sieht die zugehorige Instanz des MPCP aus? M akzeptiert das Wort w = 01
in 4 Berechnungsschritten. Wie sieht die zugehorige Losung der Instanz des MPCP

aus?
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4.5. Es gibt auch interessante entscheidbare Problem

Losbarkeit algebraischer Gleichungssysteme

Zu gegebenen Polynomen fi(x1,...,Z,),..., fm(z1,...,2,) im Polynomring
Q[z1,...,2,] in den Variablen z1,...,z, iber dem Korper Q entscheide man, ob es

eine Losung des Gleichungssystems

fl(xl,...,x,,) =0

(4.5.1)

fm(z1,...,2,) =0
in C" gibt. Dazu berechnet man eine reduzierte Grobner-Basis g(z1,...,2y),...,
gn(z1,...,2,) fir das von fy,..., f, aufgespannte Ideal 2). Das Gleichungssystem

(4.5.1) hat genau dann eine Losung, wenn eines der Polynome g; das Einspolynom ist.

Als Beispiel betrachten wir das algebraische Gleichungssystem

1
2 2
— —4z°— - =0
Tz — Y €T
9 1
yz+2x+§——0

1
x22+y2+§x:0

Durch den Ubergang zur Grobner-Basis erhalten wir das neue Gleichungsystem

64 , 432 5 168 , 354

8
65 65 Tt ity

8 54 8 17
2_ S 4,93 O o M _
Vot Tt Tt Tt
27 21 5
5 4 3 2
L o B 2 —
x 4a:+ac 163: +x+32

Das Gleichungssystem ist also losbar, und die Approximation (—0.128475, 0.321145,
—2.356718) einer Losung ist leicht ablesbar.

2) B. Buchberger: Grébner bases: An algorithmic method in polynomial ideal theory, in: Mathe-
matical Systems Theory, N.K. Bose (ed.), D. Reidel Publ. Comp., Dordrecht/Boston/Lancaster
(1985).
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Integration transzendenter elementarer Funktionen

Fiir eine gegebene transzendente elementare Funktion f(x) — aufgebaut aus den
rationalen Funktionen C(z) iiber dem komplexen Zahlkérper durch Adjunktion von
Logarithmen und Exponentialen — stelle man fest, ob g(z) = [ f(z)dz ebenfalls eine

transzendente elementare Funktion ist und berechne gegebenenfalls eine Darstellung
von g(x).

Dieses Problem ist mithilfe des Algorithmus von Risch 3 1ésbar, und wird in der

Praxis auch von Programmsystemen der Computer Algebra geldst. So erhilt man etwa

) z ] —9 2/z) -1 1 1
/23: -e” -log(x) + < 4 og(2) + (2/z) -log(x) + 1/w + dz
T

z  (log*(z) + )2 log*(z) + &
e . log(x) — % + log(log?®(z) + x)

oder die Antwort, daf

/ew2 dz

nicht transzendent elementar ist.
Parametrisierung algebraischer Kurven

Eine (ebene) algebraische Kurve C besteht aus denjenigen Punkten P = (z,y) in

der Ebene, welche eine algebraische Gleichung der Form

flz,y) =0

16sen, wobei f(x,y) ein Polynom in den Variablen x,y ist.

Ein Beispiel dafiir ist die sogenannte “Tacnode” -Kurve 7, deren Punkte Losungen
der Gleichung
20t — 322y +yt — 293 +42 =0

sind. Ein Bild der Tacnode—Kurve befindet sich auf der nachsten Seite.

Diese Gleichungsdarstellung algebraischer Kurven ist manchmal vorteilhaft, etwa
wenn man feststellen will, ob ein gegebener Punkt auf der Kurve liegt oder nicht.

Sie eignet sich aber nicht besonders gut fiir andere Aufgabenstellungen, etwa wenn

3) R.H. Risch: The problem of integration in finite terms, Trans. Amer. Math. Soc. 139, 167-189
(1969).



Winkler, Formale Grundlagen 2 81

man Punkte auf der Kurve erzeugen will. Dazu ware eine Parameterdarstellung, etwa
mittels rationaler Funktionen in einem Parameter, vorteilhaft. Dabei driickt man die
Koordinaten von Punkten auf der Kurve aus durch rationale Funktionen in einem

unabhangigen Parameter:

wobei p1,p2,q1,q2 Polynome in t sind. Allerdings ist nicht jede algebraische Kurve
so darstellbar. Das Problem der rationalen Parametrisierung algebraischer Kurven
besteht also darin, fiir eine gegebene Kurve in Gleichungsdarstellung zu entscheiden,
ob sie parametrisierbar ist, und gegebenenfalls eine solche Parameterdarstellung zu
berechnen. Eine symbolische algorithmische Losung dieses Problems findet man etwa
in den Arbeiten von Sendra und Winkler 9. So kann die Tacnode-Kurve wie folgt

rational parametrisiert werden:

t® — 61> + 9t — 2 (t) = t? — 4t +4
2 — 1663 + 402 —32t+9° T\ T A 1613+ 4012 — 32t + 9

z(t) =

y
2.5 T

21

—051L

Tacnode—Kurve

4) J.R. Sendra und F. Winkler: Symbolic Parametrization of Curves, J. Symbolic Computation 12,
607-631 (1991),
J.R. Sendra und F. Winkler: Parametrization of Algebraic Curves over Optimal Field Extensions, J.
Symbolic Computation 23, 191-207 (1997).
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4.6. Unentscheidbarkeitshierarchie

Das Emptiness—Problem besteht darin, fiir eine gegebene Turingmaschine M zu

entscheiden, ob L(M) = (. Die zugehorige Sprache ist

Le = {{M)|L(M) = 0}

Satz 4.6.1: Seien
L.={{(M)|L(M) =0} und Ly,.={(M)|L(M)# 0}.

L, ist r.a. aber nicht rekursiv, und L. ist nicht r.a.

Beweis: Zunachst zeigen wir, dal L, r.a. ist, indem wir eine Turingmaschine M
konstruieren, welche Kodes von Turingmaschinen erkennt, welche nichtleere Sprachen
akzeptieren. M nimmt also als Eingabe einen Kode (M;), und erzeugt systematisch
Paare (j, k) € N?. Fiir so ein Paar (j, k) simuliert M nun k Berechnungsschritte der
Turingmaschine M; auf dem j—ten Wort w; (wie im Beweis zu Satz 1.4.1). Wird dabei
w; akzeptiert, so akzeptiert M den Kode (M;).

Nun zeigen wir, dafl L. nicht rekursiv ist. Das folgt aus dem Satz von Rice.
Wir wollen aber hier einen direkten Beweis geben, da wir die dabei notwendigen Kon-
struktionsschritte auch spater noch brauchen werden. Es ist nicht schwer zu sehen,
daf} es einen Algorithmus (immer terminierende Turingmaschine) B gibt, welcher eine

Eingabe der Form (M)w nimmt und eine Turingmaschine M’ konstruiert, sodaf

n_ |0, falls w ¢ L(M),
L(M)_{(O+1)*, falls w € L(M).
M’
ja ja
J - J >
w —y M
T —enann

(Details siehe [HU], p. 185 ff). Angenommen L. wéire rekursiv, und A wére ein
Algorithmus mit L(A) = L.. Dann konnten wir einen Algorithmus C mit L(C) = L,

(Akzeptierungsproblem, Def. 4.1.4) konstruieren wie in folgender Skizze:
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C:
ja nein
M " G
{M)w B A
- - £
nein ja

So ein Algorithmus C' kann aber nach Satz 4.1.3 nicht existieren. Also kann auch A

nicht existieren. Somit ist L. nicht rekursiv.

Ware nun L,,. rekursiv, dann auch sein Komplement L.. Somit ist L,. nicht

rekursiv.

Wire L r.a., dann wiren L, und Ly, rekursiv (Bemerkung nach Def. 1.4.4). Also

ist L, nicht r.a. [

Man konnte sich aber nun die Frage stellen, was ware, wenn man das Emptiness—
Problem (oder ein anderes unentscheidbares Problem) nun doch irgendwie entscheiden

konnte. Ware dann alles entscheidbar? Konnten wir dann alles berechnen?

Dabei mufl man natiirlich vorsichtig vorgehen. Wenn wir einfach die Entscheid-
barkeit des Emptiness—Problems als zusatzliches Axiom annehmen wiirden, so wére
unsere Theorie sofort widerspriichlich, und wir konnten natiirlich alles beweisen. Das

vermeiden wir durch die Einfiihrung von Orakel-Turingmaschinen.

Definition 4.6.1: Sei A eine Sprache iiber ¥, A C ¥*. Eine Orakel-Turingmaschine
(OTM) mit Orakel A ist eine (Ein-Band-) Turingmaschine M# mit drei ausgezeich-
neten Zustanden, g2, ¢; und ¢,. Wenn M 4 den Zustand ¢» annimmt, so ersucht sie um
eine Antwort auf die Frage: “ist das Wort rechts vom (und beginnend beim) LS-Kopf
bis zum ersten Blank in A?” Je nachdem, ob die Antwort auf diese Frage “ja” oder

“nein” ist, nimmt M im nachsten Schritt den Zustand g¢; oder g, an. ]

weA?

"
[ f| - ]
N

qz
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Eine so definierte Turingmaschine hat also ein Orakel zur Verfiigung, an das sie
Fragen betreffend die Sprache A stellen kann. Ist A eine rekursive Sprache, so kann
dieses Orakel durch eine andere Turingmaschine simuliert werden, und die von der
Orakel-Turingmaschine M# akzeptierte Sprache ist daher r.a. Ist dagegen A nicht

rekursiv, so akzeptiert M4 moglicherweise eine Sprache, welche nicht r.a. ist.

Definition 4.6.2: Eine Sprache B ist rekursiv aufzahlbar beziglich A, wenn es eine
Orakel-Turingmaschine M4 gibt mit B = L(M*). Eine Sprache B ist rekursiv
beziiglich A, wenn es eine Orakel-Turingmaschine M4 gibt, welche immer hilt, mit
B = L(M#). Zwei Sprachen A und B sind dquivalent, wenn jede rekursiv ist beziiglich

der anderen. m

Natiirlich konnen nicht alle Sprachen r.a. bzgl. L. sein, da es iiberabzahlbar viele
Sprachen gibt, aber nur abzahlbar viele Turingmaschinen. Es gibt also eine Sprache,
welche nicht r.a. bzgl. L. ist. Diese konnten wir wiederum als Orakel verwenden, und
so fort. Auf diese Weise erhalten wir eine ganze Hierarchie unentscheidbarer Sprachen

bzw. Probleme.

Definition 4.6.3: Wir definieren eine Folge kanonischer Orakelmengen:

So =10,
S1 = {(M)|L(M*) =0},

Siv1 = {(M)|L(M%) = 0},

S1 = L, also das Emptiness—Problem. ;1 ist ein Orakel, um das Emptiness—Problem

fiir Berechnungen bzgl. S; zu losen. ]

Eine TM mit Orakel Sy ist also offenbar eine TM, welche kein Orakel benutzt. S
ist nichts anderes als die Menge L. aus Satz 4.6.1. Wir erhalten folgende Einteilung
der Klassen von Sprachen iiber {0,1}:
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Sprachen iiber {0, 1}:

entscheidbar mit Orakel S,

entscheidbar mit Orakel S,

entscheidbar mit Orakel Sp:

rekursive Sprachen

Nun kann man einige (aber nicht alle) unentscheidbare Probleme nach ihrer

Aquivalenz zu Elementen der Folge (Si)ien klassifizieren.

Satz 4.6.2: Das Akzeptierungsproblem fiir Turingmaschinen ohne Orakel ist

aquivalent zu Sy.

Beweis: L, rekursiv bzgl. S;: Wir konstruieren eine OTM M*®1, welche zuniichst bei
Eingabe (M)w den Kode der TM M’ wie im Beweis zu Satz 4.6.1 konstruiert, also
0 falls w ¢ L(M)
N 9 9
LM) = { (0+1)%, falls w € L(M).
Hierauf nimmt M*°' den Zustand ¢» an, mit dem Kode von M’ rechts vom LS-Kopf
und akzeptiert genau dann, wenn im nachsten Schritt der Zustand ¢, angenommen

wird. Das Akzeptierungsproblem fiir TM ohne Orakel ist also rekursiv bzgl. S.

S1 rekursiv bzgl. L,: Umgekehrt zeigen wir, dal es eine OTM M2L * mit Orakel
L, gibt, welche S erkennt. Wir konstruieren eine TM Ms, welche bei Eingabe (M)
eine neue TM M’ erzeugt. M’ operiert folgendermaflen: zunéchst ignoriert M’ seine
Eingabe, und erzeugt systematisch alle Paare (3,7) € N2 Fiir jedes (i, 5) simuliert M’
1 Berechnungsschritte von M auf dem j-ten Wort. Akzeptiert M, so akzeptiert M’

seine Eingabe.
~n_ |0, falls L(M) = 0,
L(M’) = { (0+1)%, falls L(M) # 0.
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MQL" befragt nun sein Orakel, ob M’ das leere Wort e akzeptiert, also ob (M')e € L,,.
Ist das der Fall, so weist M2L“ die Eingabe M zuriick, andernfalls akzeptiert es M. Sy

ist also rekursiv bzgl. L,. ]

Nun wollen wir das Problem “L(M) = ¥*?” betrachten. Dabei sei ¥ = {0,1}
das Eingabealphabet der Turingmaschine M. Wir werden sehen, dafl dieses Problem
aquivalent ist zu Sy, also in gewisser Weise schwieriger ist als das Emptiness—Problem
oder das Akzeptierungsproblem. In einem praktischen Sinn hat das natiirlich keinerlei
Bedeutung, da alle diese Probleme ohnedies unentscheidbar sind. Wenn wir aber diese
Probleme einschrianken, etwa auf reguliare Ausdriicke oder kontextfreie Grammatiken,

43

so konnen wir tatsichlich feststellen, dafl das “= ¥*”-Problem schwieriger ist als das

Akzeptierungsproblem.
Satz 4.6.3: Das Problem “L(M) = ¥*?” ist dquivalent zu S,.

Beweis: Zuerst zeigen wir, dafl das “= ¥*”—-Problem rekursiv bzgl. S, ist. Wir kon-
struieren eine OTM M:;9 2, welche genau jene Turingmaschinen M erkennt, die alle
Eingabeworter akzeptieren. Zunichst erzeugt MS? eine OTM M5S' mit Orakel Sy,
welche folgendermaflen operiert: M5 z5hlt Worter z € ©* auf, und fiir jedes z wird
das Orakel Sy befragt, ob M das Wort z akzeptiert (siehe Satz 4.6.2). M5 akzeptiert

seine Eingabe, wenn es ein = gibt, welches von M nicht akzeptiert wird, also

~ 0, falls L(M) = ¥*,
L(MSI) - {E* sonst. ( )

Nach der Konstruktion von M5! befragt nun M52 sein Orakel Sa, ob L(M51) = . Ist
das der Fall, so akzeptiert M:f ? seine Eingabe M. Andernfalls wird M zuriickgewiesen.
Also

L(Mz*) = {(M)| L(M) = £*}.

Um zu zeigen, daf3 S5 rekursiv ist bzgl. “= X*”, konstruiert man eine OTM M, 4L -

welche Sy akzeptiert, wobei
L. = {(M) | L(M) = £*}.

Wir fiithren diesen Teil des Beweises aber nicht mehr aus, sondern verweisen auf [HU],
Theorem 8.20. |
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5. Problemkomplexitat

Im vorangegangenen Kapitel haben wir uns mit der Frage beschaftigt, ob ein
Problem (eine Sprache) entscheidbar (erkennbar) ist. In diesem Kapitel betrachten
wir nur entscheidbare Probleme (erkennbare Sprachen) und stellen die Frage nach der

Effizienz dieser Entscheidung (Erkennung). Siehe etwa [Weg] fiir Zusatzinformation.

5.1. Komplexitatsklassen

Def. 5.1.1: Eine rekursive Sprache L hat Zeitkompleritdt T'(n) (Raumkomplexitit
S(n)), wenn es einen Algorithmus (d.h. immer terminierende Turing-Maschine ) mit
Zeitkomplexitdt T'(n) (Raumkomplexitdt S(n)) gibt, welcher L erkennt. Die Sprache
L hat nichtdeterministische Zeitkomplexitat T'(n) (nichtdeterministische Raumkom-
plexitit S(n)), wenn es eine nichtdeterministische Turing-Maschine mit Zeitkom-
plexitdt T'(n) (Raumkomplexitit S(n)) gibt, welche L erkennt. n

Beispiel 5.1.1: Sei L die Sprache {wcw® | w € {0,1}*}. Dabei ist w® die Umkehrung
des Wortes w. Die Sprache L hat Zeitkomplexitat n + 1. Es gibt namlich eine Turing—
Maschine M; mit zwei Bandern, welche die Eingabe links von ¢ auf das zweite Band
kopiert, und anschlieflend synchron den LS-Kopf des ersten Bandes weiter nach rechts
und den LS-Kopf des zweiten Bandes nach links bewegt. Dabei werden in jedem Schritt
die beiden aktuellen Symbole verglichen. Sind diese jeweils gleich und ist iiberdies
die Anzahl der Symbole links von ¢ gleich der Anzahl der Symbole rechts von ¢, so
akzeptiert M; die Eingabe. M; braucht nur n + 1 Schritte, wenn die Eingabe von der

Lange n ist.

Die Raumkomplexitdt von L ist offensichtlich O(n). |

Def. 5.1.2: DTIME(T(n)) ist die Familie der Sprachen mit Zeitkomplexitdt T'(n),
DSPACE(S(n)) ist die Familie der Sprachen mit Raumkomplexitét S(n).
NTIME(T (n)) ist die Familie der Sprachen mit nichtdeterministischer Zeitkomplexitét
T(n), NSPACE(S(n)) ist die Familie der Sprachen mit nichtdeterministischer Raum-
komplexitat S(n).

Alle diese Familien von Sprachen heiflen Komplexitatsklassen. ]
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Def. 5.1.3: Die Sprachen, welche in deterministischer polynomialer Zeit erkannt wer-
den konnen, bilden eine natiirliche und wichtige Klasse, welche wir mit P bezeichnen,
P = | DTIME(n?).

i>1
Die Klasse der Sprachen, welche in nichtdeterministischer polynomialer Zeit erkannt
werden konnen, bezeichen wir mit NP,
NP = | NTIME(n").
i>1
Weiters definieren wir
PSPACE = | | DSPACE(n)
i>1
und

NSPACE = | ] NSPACE(n?). m
i>1

Das Problem der Hamiltonschen Zyklen Pj. lautet folgendermafien: “Gibt es im
Graphen G einen Zyklus, der jede Ecke genau einmal enthalt?” Pp. ist offensichtlich
in N'P. Ein einfacher nichtdeterministischer Algorithmus ist etwa: errate die Ecken
des Zyklus und verifiziere, dafl sie tatsachlich einen Hamiltonschen Zyklus bilden. Es
scheint jedoch keinen deterministischen Algorithmus mit polynomialer Zeitkomplexitat

zu geben, der Py, entscheidet.

Der Unterschied zwischen P und NP ist vergleichbar mit dem Unterschied zwi-
schen dem effizienten Auffinden eines Beweises fiir eine Behauptung (etwa “dieser
Graph hat einen Hamiltonschen Zyklus”) und dem effizienten Nachpriifen eines Be-
weises (etwa zu priifen, ob eine gegebene Eckenfolge einen Hamiltonschen Zyklus
darstellt). Intuitiv nimmt man wohl an, dal es einfacher ist einen gegebenen Be-
weis zu iiberpriifen als einen solchen aufzufinden. Mit Sicherheit wissen wir das aber
nicht.

Man kann zeigen, da PSPACE = NSPACE Y. Es gilt offensichtlich P C NP C

PSPACE. Von keiner dieser Inklusionen wei3 man aber, ob sie echt ist.

In Kapitel 4 haben wir die Methode der Reduktion benutzt, um Probleme
(Sprachen) als unentscheidbar zu erweisen. Dazu betrachteten wir eine Reduktions-
funktion g, sodafl © € L' <= g(z) € L. Indem man die Reduktionsfunktion g ein-

schrankt auf einfach zu berechnende Funktionen, ist es oft moglich nachzuweisen, daf3

1) W.J. Savitch: “Relations between nondeterministic and deterministic tape complexities”, J.
Computer and Systems Sciences 4/2, 177-192 (1970).
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eine Sprache L in einer der Klassen P, NP oder PSPACE liegt. Wir werden uns
speziell fiir zwei Arten von Reduktionen interessieren: Polynom-Zeit Reduktionen und

log-Raum Reduktionen.

Def. 5.1.4: Seien L, L' Sprachen. L’ ist Polynom-Zeit reduzierbar auf L, wenn es eine
Turing—Maschine mit polynomialer Zeitkomplexitat gibt, welche immer stoppt und fiir

jede Eingabe z eine Ausgabe y erzeugt, sodafl x € L' <=y € L. |

Satz 5.1.1: Sei L' Polynom-Zeit reduzierbar auf L. Dann
(a) LeP=L'€eP,
(b) LeNP = L' € NP.

Beweis: (a) Sei L € P. Sei die Zeitkomplexitidt der Reduktion beschrinkt durch das
Polynom p;(n) und sei L erkennbar in Zeit pa(n), ps ein Polynom. Fiir ein gegebenes
x € L' der Lange n berechnet man nun mittels der Polynom-Zeit Reduktion y. Da
pro Rechenschritt in der Reduktion hochstens 1 Symbol ausgeschrieben werden kann,
ist | y |[< p1(n). Der Test “y € L” kann in Zeit pa(p1(n)) ausgefithrt werden. Um also
“r € L' zu entscheiden, braucht man p;(n) 4+ p2(p1(n)) Zeit; das ist polynomial in n.
Somit ist L' € P.

Der Beweis von (b) verlduft analog. u

Def. 5.1.5: Ein log-Raum Ubersetzer ist eine (mehrbandige) immer haltende Turing—
Maschine mit einem read—only Eingabeband, einem write-only Ausgabeband, auf dem
der LS-Kopf niemals nach links bewegt wird, und logn Arbeitsspeicher (Bandzellen)
fiir eine Eingabe der Léange n.

Eine Sprache L' ist log-Raum reduzierbar auf L, wenn es einen log-Raum Ubersetzer

gibt, welcher fiir jede Eingabe x eine Ausgabe y erzeugt, sodal z € L' <=y € L. =

Satz 5.1.2: Sei L’ log-Raum reduzierbar auf L. Dann
(a) Le P=L'"€P,
(b) L € DSPACE(log" n) = L' € DSPSACE(log” n).

Beweis: (a) Wenn wir zeigen konnen, dafl eine log—Raum Reduktion nicht mehr als
polynomiale Zeit braucht, dann folgt die Behauptung aus Satz 5.1.1(a). Da das
Ausgabeband die Berechnung nicht beeinflussen kann, ist das Produkt P der Anzahl
der Zusténde | @ |, Speicherbandinhalte und Positionen der Eingabe und Speicher LS—
Kopfe eine obere Schranke fiir die Anzahl der Rechenschritte, die ausgefithrt werden

konnen, bevor der log-Raum Ubersetzer in eine Schleife kommt, was per Definition



Winkler, Formale Grundlagen 2 90

ausgeschlossen ist. Hat nun das Speicherband die Lange logn und ist A das Band-

alphabet, so ist
P=]Q|-|A |1ogn n-logn < | Q| ploslal L — Q| p2Hogl A

Die Anzahl der Schritte in der Ubersetzung ist also polynomial in der Linge n der

Eingabe.

(b) Dazu verweisen wir auf [HU| Lemma 13.2(c). u
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5.2. Vollstandige Probleme

Wie bereits oben erwahnt, ist nicht bekannt, ob P = NP. Wollte man etwa
versuchen P # NP zu zeigen, so liegt es nahe nach einem “schwierigsten” Problem in
NP zu suchen. Dieses wire ein geeigneter Kandidat fiir NP \ P. Intuitiv konnte man
etwa sagen, eine Sprache Lg ist schwierig, wenn jede andere Sprache in NP auf L
reduzierbar ist beziiglich einer einfach zu berechnenden Reduktion. Ob eine Sprache

“schwierig” ist, hangt natiirlich von der Art der Reduktion ab.

Def. 5.2.1: Sei C eine Klasse von Sprachen. Eine Sprache L ist schwierig fur C
beziiglich Polynom—Zeit (bzw. log-Raum) Reduktion, wenn jede Sprache in C Polynom—
Zeit (bzw. log-Raum) reduzierbar ist auf L. (L ist nicht notwendigerweise in C.)

L ist vollstindig fir C beziiglich Polynom—Zeit (bzw. log—Raum) Reduktion, wenn
L schwierig ist fiir C bzgl. Polynom—Zeit (bzw. log-Raum) Reduktion und L € C.

Fir zwei haufig verwendete Begriffe filhren wir Abkiirzungen ein: L ist NP-
vollstindig (NP-schwierig) falls L vollstindig (schwierig) ist fiir NP bzgl. log—Raum
Reduktion 2. L ist PSPACE-vollstindig (PSPACE-schwierig), wenn L vollstindig
(schwierig) ist fiir PSPACE bzgl. Polynom—Zeit Reduktion. |

Viele NP-vollstandige Probleme sind sehr natiirlich und effiziente Losungen sind
seit langer Zeit gesucht worden. Fir keines dieser Probleme ist aber eine polynomi-
ale Losung bekannt. Wire eines dieser Probleme in P, so wéren sie alle in P (und
tiberdies P = N'P). Daf} eines dieser Probleme eine polynomiale Losung hat, ist also
sehr unwahrscheinlich. Im folgenden gehen wir auf ein NP—vollstindiges Problem, das

Erfiillbarkeitsproblem, naher ein.

Def. 5.2.2: Ein Boolescher Ausdruck E ist auf die iibliche Weise aufgebaut aus
Variablen x1,x2,..., den Konstanten T (wahr) und F (falsch), Klammern, und den
Operatoren — (nicht), A (und) und Vv (oder). Anstatt -z schreiben wir oft T fiir eine
Variable z.

Eine Klause ist ein Boolescher Ausdruck der Form a7 V ...V ag, wobei jedes «;,
1 <4 <k, ein Literal ist, also entweder eine Konstante oder x oder —z fiir eine Variable

x.

2) Wir folgen dabei [HU].
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Ein Boolescher Ausdruck F ist in konjunktiver Normalform (CNF), wenn er von
der Gestalt F1A...AFE) ist, wobei jeder Boolescher Ausdruck F;, 1 < i <, eine Klause
ist. E ist in 3-CNF, wenn jede Klause genau 3 Literale enthalt. ]

Def. 5.2.3: Ein Boolescher Ausdruck F heifit erfillbar, wenn es eine Zuweisung von
{T,F} auf die Variablen in E gibt, sodafl F den Wert T erhélt. Das Erfillbarkeitsproblem
besteht darin, fiir einen Boolescher Ausdruck in CNF festzustellen, ob er erfiillbar ist.

Beispiel 5.2.1: Der Boolesche Ausdruck (z; V x2) A (mzg V x1) ist erfiillbar; eine
erfiilllende Zuweisung ist etwa {T — x1,F — z2}. Dagegen ist der Boolesche Ausdruck

x1 A o A (—z1 V z2) unerfiillbar. ]

Def. 5.2.4: Dem Erfiillbarkeitsproblem kann man auf folgende Weise eine Sprache
Lo (satisfiability) zuordnen. Als Alphabet wahlt man {T,F,z,—,A,V,0,1,(,)}. Die
Funktion code bildet ab
T7F7_‘7/\’V7 (7) |_> T7F7_‘7/\’V7 (7)7
T; xby ... by,

wobei by ...b, die Binardarstellung von ¢ ist.

code wird auf natiirliche Weise auf Boolesche Ausdriicke ausgedehnt.

Lyt = {code(E) | E ist ein erfiillbarer Boolescher Ausdruck}. u

Beispiel 5.2.2: So ist etwa (z1Vz10)A(—210Vxl) € Lsyy und 21A-210A(—21V210) &
Lsat- |

Ist E ein Boolescher Ausdruck der Lange m, so ist die Lénge von code(E) <
[nlogn]. Im folgenden werden wir nicht unterscheiden zwischen der Lange n von E
und der Linge nlogn von code(E). Dadurch konnen aber keine Probleme auftreten,

da wir log—Raum Reduktionen betrachten werden und log(nlogn) < 2-logn.

Satz 5.2.1 (Satz von Cook 3)): L, (also das Erfiillbarkeitsproblem) ist NP-
vollstandig.

3) S.A. Cook: “The complexity of theorem proving procedures”, Proc. 3rd Annual ACM Sympo-
stum on the Theory of Computing, 151-158 (1971).
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Beweis: Zunichst ist natiirlich klar, dal Ly, € NP. Um festzustellen, ob ein Ausdruck
der Lange n erfiillbar ist, wahlt man nichtdeterministisch Werte fiir alle Variablen und

evaluiert den Ausdruck. Zur Evaluierung braucht man nur polynomiale Zeit.

Um zu zeigen, daf} jede Sprache in NP auf L,,; reduzierbar ist, geben wir fir jede
nichtdeterministische Turing-Maschine M, deren Zeitkomplexitit ein Polynom p(n)
ist, einen log-Raum Algorithmus A, an, der fiir ein Eingabewort = einen Booleschen
Ausdruck E, berechnet, der genau dann erfiillbar ist, wenn M das Wort x akzeptiert.

Wir geben nun an, wie dieser Ausdruck E, erzeugt wird.

Sei #Bo#L1# - - - #Bp(n) eine Berechnung von M. Dabei sei jedes (; eine Kon-
figuration von M mit genau p(n) Symbolen (wenn notwendig fiigt man rechts zum
letzten Bandsymbol noch einige Blanks hinzu). Wird die Eingabe bereits vor dem
p(n)—ten Schritt akzeptiert, so gestatten wir eine Wiederholung der akzeptierenden
Konfiguration, sodafl jede Berechnung aus genau p(n) 4+ 1 Konfigurationen besteht. In
jeder Konfiguration fassen wir den Zustand und das aktuelle Symbol zu einem einzigen
Symbol zusammen. Dieses zusammengesetzte Symbol in der i-ten Konfiguration ent-
halte zusatzlich eine Nummer m, welche die nichtdeterministische Wahl anzeigt, durch
welche die (i + 1)-te aus der i—ten Konfiguration entsteht. Dazu werden die nicht-
deterministischen Wahlmoglichkeiten von M bei gegebenem Zustand und Bandsymbol

durchnummeriert.

Fiir jedes Symbol X, das in der Berechnung vorkommen kann, und fiir jedes ¢,
0 < i < (p(n) + 1)2, definieren wir eine Boolesche Variable c;x, welche angibt, ob X
das i-te Symbol in der Berechnung ist. (Das 0-te Symbol ist #.)

Wir konstruieren nun den Ausdruck E, so, dafl er genau dann fiir eine gegebene
Zuweisung zu den Variablen ¢;x wahr ist, wenn die ¢;x’s mit Wert T einer akzeptieren-
den Berechnung entsprechen. Der Ausdruck F, sagt folgendes aus:

(1) Die ¢;x’s mit Wert T entsprechen einer Folge von Symbolen, fiir jedes i ist also
genau ein c¢;x wahr.

(2) Die Konfiguration j ist eine initiale Konfiguration von M mit Eingabe z.

(3) Die letzte Konfiguration enthilt einen Endzustand.

(4) Jede Konfiguration folgt aus der vorangegangenen durch den angegebenen Schritt

von M.

Der Ausdruck F, ist die Konjunktion von vier Ausdriicken, deren jeder eine dieser

Bedingungen erzwingt. Der Ausdruck, der (1) erzwingt, ist

/\ [\){ cix N ﬁ(X\Zy(ciX A Ciy)>] )

7
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Sei z = ajas - - - ap,. Der Ausdruck, der (2) erzwingt, ist seinerseits die Konjunktion

der folgenden Unterausdriicke (i) — (iv).

(i) cog A cp(n)+1,%- Die Symbole an der O-ten und (p(n) + 1)-ten Stelle sind #.

(ii) 1y, Ve1yy V -+ V cry,, wobei Y7,Ys, ..., Y, alle die zusammengesetzten Symbole
sind, welche das Bandsymbol a;, den Anfangszustand ¢g, und die Nummer eines
erlaubten Schrittes von M beim Zustand ¢y und aktuellen Symbol a; darstellen.
Dieser Teilausdruck behauptet, dal das erste Symbol von Sy korrekt ist.

(iii) Ag<;<p, Cia;- Die Symbole von der zweiten bis zur n—ten Stelle von fj sind korrekt.

(iv) As<i<p(n) Ciu- Die restlichen Symbole von fy sind Blank.

Die Formel, welche (3) erzwingt, ist

\/ ( \/ CiX)a
p(n)(p(n)+1)<i<(p(n)+1)2 X€F

wobei F' die Menge der zusammengesetzten Symbole ist, welche einen Endzustand

enthalten.

Wir kommen nun zum Ausdruck, welcher (4) erzwingen soll. Jedes Symbol in 3;
kann hergeleitet werden vom entsprechenden Symbol in 3;_; und den Symbolen links
und rechts davon (wovon eines # sein kann). Enthélt die vorangegangene Konfiguration
einen Endzustand, so sind die gegenwértige und die vorangegangene Konfiguration
gleich. Es ist also nicht schwierig ein Pradikat f(W, X,Y, Z) zu definieren, das genau
dann erfiillt ist, wenn das Symbol Z in Position j einer Konfiguration vorkommen
kann, vorausgesetzt dafl W, X und Y die Symbole in den Positionen j — 1, 7 und
j + 1 der vorangegangenen Konfiguration sind (W ist # falls j = 1 und Y ist # falls
j = p(n)). Der Einfachheit halber sei auch f(W,#, X, #) erfiillt; auf diese Weise
konnen die Markierungen zwischen den Konfigurationen genau so behandelt werden

wie die Symbole in den Konfigurationen. Wir erhalten somit fiir (4) den Ausdruck

/\ ( \/ (€j—p(n)—2,w A Cj—p(n)—1,x N Cj—p(n),y N CjZ)>'
P(r)<j<(p(n)+1)2 WX ¥.Z sodass

Ausgehend von einer akzeptierenden Berechnung von M auf z ist es leicht,
Wahrheitswerte fiir die Variablen ¢;x zu finden, welche den Ausdruck E, wahr machen.
Ist umgekehrt eine Zuordnung von Wahrheitswerten gegeben, welche E, wahr macht,
so garantieren die oben definierten vier Ausdriicke, daf} eine akzeptierende Berechnung

von M auf z existiert.

Der Ausdruck E, hat die Linge O(p?(n)) und ist einfach genug, daf ihn eine

log-Raum Turing-Maschine mit Eingabe x erzeugen kann. Diese Turing-Maschine
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braucht nur geniigend Speicherplatz, um bis (p(n) + 1)? ziihlen zu konnen. Wegen

log(p(n)) = c - logn fiir eine Konstante ¢, geniigen dazu O(logn) Speicherzellen.

Somit haben wir gezeigt, dafl jede Sprache in NP log—-Raum reduzierbar ist auf
Lgq4t, also Ly NP—vollstandig ist. [ |

Man kann zeigen, dafl L.s4¢, das Erfiillbarkeitsproblem fiir CNFs, NP-vollstandig
ist, ja sogar L3_.sqt, das Erfiillbarkeitsproblem fiir 3-CNFs.

Hatten wir also einen deterministischen Algorithmus mit polynomialer Zeitkom-
plexitat zur Entscheidung von L., so konnten wir ihn dazu benutzen, jede Sprache
in NP in polynomialer Zeit zu erkennen. Sei L eine Sprache, die von einer nicht-
deterministischen Turing-Maschine M mit Zeitkomplexitit p(n) erkannt wird und sei
Ap(n) der im Beweis zu Satz 5.2.1 definierte log-Raum (also Polynom—Zeit) Ubersetzer.

Ein deterministischer Polynom-Zeit Algorithmus zur Erkennung von L ware dann

x an Ap(n) E, . Algorithmus
fur Lgay

v

Aus der Existenz eines deterministischen Polynom-Zeit Algorithmus fiir Lg,; wiirde
also P = NP folgen.

Einige weitere NP—vollstandige Probleme sind
— das Problem der Hamiltonschen Zyklen;

— das Problem der linearen Programmierung: fir A € Z™*", d € 2™, ¢ € Z'*™,
B € 7, entscheide ob es einen Vektor z € Z'*™ gibt, sodaB A - 2 < d (komponen-

tenweise) und ¢ - x > B;

— das chromatische Zahlenproblem: fiir einen gegebenen Graphen G und eine ganze
Zahl k, entscheide ob G mit k Farben gefarbt werden kann, sodafl keine zwei
benachbarten Ecken dieselbe Farbe haben;

— das Problem des Handlungsreisenden: zu einem gegebenen Graphen mit gewich-
teten Kanten bestimme den Hamiltonschen Zyklus mit kleinstem Gewicht. Um
das Problem als Sprache ausdriicken zu konnen, verlangt man, dafl die Gewichte
ganze Zahlen seien und fragt dann, ob es einen Hamiltonschen Zyklus mit Gewicht
< k gibt.
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— Das Partitionsproblem: existiert zu einer gegebenen Liste von ganzen Zahlen
i1,%2, ..., ik eine Unterliste, deren Summe 3 (i1 + 42 + - - - + ix) ist? Man beachte,
dafl die Lange einer Instanz nicht 47 + 42 + - - - + %% ist, sondern die Summe der

" .
Langen der ¢;’s.

Fiir eine intensive Untersuchung dieser und vieler anderer NP—vollstandiger Prob-

leme verweisen wir auf das Buch von Garey und Johnson [GJ].

o
Man kann sich dem P = NP Problem auch auf folgende Weise nihern.

Def. 5.2.5 Die Komplexitatsklasse co-NP enthalt alle diejenigen Sprachen, deren
Komplement in NP ist, also co-NP = {L|L € NP}. n

Es ist nicht bekannt, ob NP abgeschlossen ist beziiglich der Bildung des Kom-
plements, also ob co—NP = NP. Sollte das nicht der Fall sein, so ware P # NP,
denn P ist abgeschlossen beziiglich der Bildung des Komplements. Von keinem NP—
vollstdndigen Problem weifl man, dafi sein Komplement ebenfalls in NP ist. Um
etwa die Nichterfiillbarkeit eines booleschen Ausdrucks mit n Variablen zu bestimmen,
scheint es notwendig zu sein alle 2" Zuweisungen zu testen, auch wenn der Algorith-
mus nicht-deterministisch ist. Sollte von einem NP-vollstindigen Problem entdeckt
werden, dafi auch sein Komplement in /P gibt, so ware NP abgeschlossen beziiglich
der Bildung des Komplements.

Satz 5.2.2 NP ist abgeschlossen beziiglich Bildung des Komplements genau dann,

wenn es ein NP—vollstindiges Problem gibt, dessen Komplement in NP ist.

Beweis: Die Implikation “=" ist offensichtlich. Fiir die Implikation “<=" sei S ein
NP-vollstindiges Problem. Wir nehmen an, S wire in NP. Da jedes L in NP log-

Raum reduzierbar ist auf S, ist jedes L log-Raum reduzierbar auf S. Also ist L in

NP. =

Die Komplexitatsklassen P, NP, co-NP, PSPACE stehen also in folgender Rela-

tion

PSPACE

e

Fir kein einziges NP-vollstandiges Problem weiss man, ob sein Komplement in NP
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ist. So ist etwa Lgg¢ in NP (Satz 5.2.1); um aber Ly, zu entscheiden, scheint es
auch fiir einen nichtdeterministischen Algorithmus notwendig zu sein, alle 2™ moglichen
Variablenbelegungen zu testen (vgl. [HU], Kap. 13.3).
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5.3. Das P versus NP Problem

Eines der groflen ungelosten Probleme in der Computerwissenschaft ist die “P
versus NP” Frage, also festzustellen, ob jedes Problem, welches von einem nichtde-
terministischen Algorithmus in polynomialer Zeit entschieden werden kann auch von

einem deterministischen Algorithmus in polynomialer Zeit entscheiden werden kann.

Ein ausfiihrliche Diskussion dieser Fragestellung findet man in [Coo].
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