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Deterministische endliche Automaten v

Folge von Symbolen

Automat Folge akzeptiert

Automat mit einer endlichen Menge von moglichen Zustanden.
Ein Anfangszustand, in dem der Automat die Ausfiihrung beginnt.
Eine Menge von Endzustanden.

Ein Band mit einer endlichen Folge (Wort) von Symbolen.
In jedem Schritt liest der Automat das nachste Symbol und bestimmt
daraus und aus seinem aktuellen Zustand seinen neuen Zustand.

Ist das Wort zu Ende, beendet der Automat seine Arbeit.
Der Automat signalisiert, ob er in einem der Endzustdnde ist.

Ist nach Lesen des Worts der Automat in einem Endzustand, wurde das

Wort vom Automaten akzeptiert.
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Deterministische endliche Automaten %

(Deterministischer) endlicher Automat M = (Q, X%, 6, qo, F):
Q ...eine endliche Menge von Zustanden.

=

T ...eine endliche Menge von Symbolen (das Eingabealphabet).
0:QxX — Q...die Uberfiihrungsfunktion.

5(g,x) = q' ...der Automat liest im Zustand g das Symbol x und
geht in den Zustand ¢’ iiber.

0 - e

I
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Beispiel: Erkennen von ldentifiern v

Wort aus Buchstaben und Ziffern, das mit einem Buchstaben beginnt.

Buchstabe

Weder Buchstabe

h Ziff
Kein noch Ziffer
Buchstabe

Jedes Zeichen

qo ... Anfangszustand.
qa - . .akzeptierender Zustand (accept).

gr - ..nicht akzeptierender Zustand (reject).
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Beispiel: Zahlen von Binarziffern W

Wort aus Oen und len mit jeweils gerader Anzahl von Oen und len.

qo ..
qi ..
q ...
qs ...

Wolfgang Schreiner

. gerade Anzahl Oen, gerade Anzahl len.
. gerade Anzahl Oen, ungerade Anzahl len.

ungerade Anzahl Oen, gerade Anzahl len.
ungerade Anzahl Oen, ungerade Anzahl len.
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Die Sprache eines Automaten v

Anwendung von § auf ein Wort:
§:Q@xX* = Q
6(q,€) :==gq
8(q, xa) :=0(6(q, x), a)
2 * ...die Menge der endlichen Worter {iber X.
e € X* ...das leere Wort
x € X ...ein Symbol, « € ¥* ... ein Wort.

5(q, X0X1X2 .. . Xk) = 5(5(5(5(5(q, Xo), Xl), XQ), .o .), Xk)
x wird von M akzeptiert :< 6(qo, x) € F.

Die Anwendung von ¢ auf den Anfangszustand und das Wort x € ©*
fiihrt zu einem Endzustand.

Die von M akzeptierte Sprache L(M) C ©*:
L(M) :={x € T* | x wird von M akzeptiert}

Die Menge der von M akzeptierten Worter.
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Sprachen iiber einem Alphabet \

Seien ¥ ein Alphabet und L, Ly, L, C X* (Sprachen iiber ¥).
Komplement: L := *\L.
Verkettung: Ly oLy :={xy | x € L1,y € Lp}
Kleene Abschluss: L* := [ J2, L' (= LPU Lt U L2U..)
Positiver Abschluss: Lt :=J2, L' (=Lt UL?U...)
L0 = {e}.
L':="Lo L"’l,i > 1.
Beispiel: L = {a, ba}.
L= {e}
['=Lol®=Lo{e}=L=/{a ba)
L2 = Lo ! = {a, ba}o{a, ba} = {aa, aba, baa, baba}

L3 = Lo %= {a, ba}o{aa,aba, baa, baba} =
{aaa, aaba, abaa, ababa, baaa, baaba, babaa, bababa}
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Regulare Ausdriicke \

Sei ¥ ein Alphabet.

Ein reguldrer Ausdruck iiber X ist einer der folgenden Ausdriicke:
0, € a
fiir jedes Symbol a € X.
(r+s), (r-s), (r*)

fiir jeden reguldren Ausdruck r und s iiber X.

Beispiel: fiir ¥ = {a, b, ¢} sind die folgenden regulire Ausdriicke:

(a-((b7)- )
(((a + b)7) - c)
((a +(67)) - (7))
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Regulare Sprachen N

Sei X ein Alphabet und r ein reguldrer Ausdruck iiber X.
L(r) C X* ...die durch r bezeichnete reguldre Sprache:

L(0) := {}, L(e) == {e}, L(a) := {a}

fiir jedes Symbol a € X.
L(r+s):=L(r)UL(s)
L(r-s):=L(r)o L(s)
L(r*):= L(r)*
fiir jeden reguldren Ausdruck r und s liber X.

Es gilt z.B. L((r +s)+t) = L(r + (s + t)).
Wir kénnen r + s + t statt ((r + s) + t) schreiben.
Wir kénnen auch r - s - t statt ((r - s) - t) schreiben.

Beispiel: sei ¥ ={a,...,z,0,...,9}.
Seir=(a+...+z)-(a+...+z+0+...4+9)*.
Dann ist L(r) die Sprache der Identifier.
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Das Linux grep Kommando .E l(.
(]
NAME
grep, egrep, fgrep, rgrep - print lines matching a pattern
SYNOPSIS

grep [options] PATTERN [FILE...]

REGULAR EXPRESSIONS
A regular expression is a pattern that describes a set of strings.

The fundamental building blocks are the regular expressions that match
a single character. Most characters, including all letters and digits,
are regular expressions that match themselves.

A regular expression may be followed by the repetition operator *;
the preceding item will be matched zero or more times.

Two regular expressions may be concatenated; the resulting regular
expression matches any string formed by concatenating two substrings
that respectively match the concatenated subexpressions.

Two regular expressions may be joined by the infix operator |; the
resulting expression matches any string matching either subexpression.
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Reguldre Ausdriicke und Automaten .E l(.
[ J
Sei ¥ ein Alphabet, L C ¥* eine Sprache iiber ¥.
Satz:
(i) L ist eine reguldre Sprache genau dann wenn
(ii) L von einem endlichen Automaten akzeptiert wird.
Beweis von (i) = (ii):
Sei t ein reguldrer Ausdruck iiber ¥, der die Sprache L bezeichnet.
Wir konstruieren einen endlichen Automaten M, der L akzeptiert.
Beweis von (i) = (i):
Sei M ein endlicher Automat, der die Sprache L akzeptiert.
Wir konstruieren einen reguldren Ausdruck r mit L(r) = L.
Reguldre Ausdriicke und endl. Automaten erzeugen dieselben Sprachen.
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Erzeugung von Lexikalischen Analysatoren E l(

Verschiedene Werkzeuge zur Erzeugung von lexikalischen Analysatoren.

Eingabe: ein regularer Ausdruck.
IDENT: LETTER (LETTER | DIGIT)* ;
Ausgabe: ein endlicher Automat (realisiert durch ein Programm):
public final void mIDENT(...) throws ... {
mLETTER(Q) ;
_loop271: do {
switch ( LA(1)) {

case ’a’: ... case ’z’: { mLETTER(); break; }
case ’0’: ... case ’9’: { mDIGIT(); break; }
default: { break _loop271; }

}
} while (true);
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Automat aus regularem Ausdruck %

Beispiel: t =a-a+ b*-a-b*, ¥ = {a,b}

Wir konstruieren t’ iiber Alphabet ¥’, in dem jedes Vorkommen eines

Symbols a € ¥ in t durch ein eindeutig indiziertes «; ersetzt wird:
t':=ai-ay+ by -as-b;, X' ={a1, a2, a3, b1, ba}.

Wir beginnen die Konstruktion von M mit einem Startzustand qg.

Jeder weitere Zustand g von M entspricht einer Menge S C Y.

M hat g nach Lesen eines Teils des Eingabeworts erreicht.
Die Elemente von S sind die Symbole in ¥’, von deren Nachfolgern
ausgehend t’ den Rest des Eingabeworts beschreiben kénnte.

Wir brauchen zusétzliche Informationen iiber die Sprache L(t').
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Automat aus regularem Ausdruck N

t/ =ay-a+ bf - as - b;v Z/ = {31732733,b1, b2}

Wir bestimmen fiir die Sprache L(t'):
B’ ...die Menge aller Anfangssymbole.
E’ ...die Menge aller Endsymbole.
S’ ...die Menge aller Paare aufeinanderfolgender Symbole.

B = {81, bl, 83}
E' = {32, as, bz}
= {(ala 32)5 (blv bl)a (bla 33)5 (335 b2)7 (b2a b2)}
Wir bestimmen die Nachfolger von qp.
Fiir jedes o € X die Menge der «;, die Anfangssymbole sind.
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Automat aus regularem Ausdruck %

t = ai - a» + b’f - as- b;, Y = {31, ap, as, by, b2}
5/ - {(al’ 32)’ (bl’ bl)’ (bl, 33)) (33) b2)7 (b2) b2)}

Wir bestimmen die Nachfolger eines jeden im letzten Schritt
erzeugten Zustands q.
Fiir jedes o € X die Menge der «;, die einem Symbol in g nachfolgen.

15/38
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Automat aus regularem Ausdruck .E l(.
[ J
t = ai - a» + bf - as - b;, Y= {31, az, az, bl, b2}
5/ - {(ala 32)) (bla bl)) (bla 33)) (33) b2)7 (b2) b2)}
Wir bestimmen die Nachfolger eines jeden neuen Zustands.
b
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Automat aus reguldrem Ausdruck .E l(.
[ J
t = ap - a» + b’f - as - b;, Y = {31, ap, as, by, b2}
S" = {(a1,a2), (b1, b1), (b1, a3), (a3, b2), (b2, b2) }
Wir bestimmen die Nachfolger eines jeden neuen Zustands.
b
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Automat aus regularem Ausdruck v

t = ap - a» + b’f - as - b;, Y= {31, az, az, bl, b2}

E'={a, a3, bo}

Algorithmus terminiert, wenn keine neuen Zustande erzeugt werden.
Endzustande sind alle Zustdnde, die ein Endsymbol enthalten.

a
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Automat aus regularem Ausdruck v

Automat({ X, L L, B',} E',1 S',1 @,1 6,1 qo, T F):
go < “q0” -- beliebiger Anfangszustand
Qo + {qo}
6 < O -- Funktion am Anfang leer
for a € ¥ do -- erweitere Funktion um Abbildungen
5 + 6[(qo, @) = {ai | s € B'}]
Q1+ QU{(qo, ) |aeXx}
k<0
while Qk+1 75 Qk do
for g € Quy1\Q« do
for o € ¥ do -- erweitere Funktion um Abbildungen
5+ 0l(q,0) = {ai | 38 € q: (B, 1) € S')]
Qus2 < Qur1U{6(q,) | g € Qur1\Qk, € T}
k+—k+1
Q + @«
F+—{qcQ|(a=qnrecl)V(g#qgpAqnE #0)}
end Automat.

Wir verzichten auf die Formalisierung der Berechnung von B’, E’, S'.
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Regularer Ausdruck aus Automaten %

Sei M = (Q, %, 0, qo, F) ein endlicher Automat.

Wir konstruieren eine reguldren Ausdruck t iiber X sodass L(t) die
von M akzeptierte Sprache ist.
Wir definieren R, := {x € X*(6(q,x) = p}
Die Menge der Woérter, die M von Zustand g in Zustand p iiberfiihren.
Es gilt L = Uper Rao.p-
Die von M akzeptierte Sprache besteht aus allen Wortern, die M vom
Anfangszustand in einen der Endzustinde iiberfiihren.

Es geniigt also zu zeigen, dass R, , durch einen reguldren Ausdruck
tq,p beschrieben ist (fiir beliebige Zustinde g, p).

Wir wissen F = {po, p1, ..., px} fiir irgendwelche po, p1,. .., p«.
Daher gilt t := tgo,p + tgg.pr + - + too.pi-

Es bleibt zu zeigen, dass R, , eine reguldre Sprache ist.
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Beispiel \

t = tgy,q +tag,a3 T tag,qs T Lag,a5 = ata-a+(ab-b"+b-b"-ab-b")+b-b"-a
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Regularer Ausdruck aus Automaten %

Wir zeigen, dass Ry, eine regulare Sprache ist.

Wir wissen Q = {qo, q1,- -, qr} fiir irgendwelche qo, qq, - - . , gr.
Wir definieren R{;,p, 1< <r+1.

Die Menge der Worter, die M von g so nach p iiberfiihren, dass dabei

nur die Zustande qo, ..., gj—1 durchlaufen werden.

R{;’p ={x € Ryp | 0(q,y) € {qo,-..,qi-1}
fiir jedes Prefix y von x}.

H — +1
Es gilt Rgp = Rgp -

Es gibt nur die Zustande qo, qq, oo dr

Es geniigt also zu zeigen, dass R/ ,(1 <j < r+1) durch einen

reguldren Ausdruck t{z,p beschrieben ist.

Es bleibt zu zeigen, dass R. _ eine regulire Sprache ist.
g q.p g
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Regularer Ausdruck aus Automaten .E l(.

Wir zeigen, dass RAp(l < j < r—+1) eine reguldre Sprache ist.
Wir definieren Rgp.

Die Menge der Worter, die M von g nach p iiberfiihren und aus
maximal einem Symbol bestehen:

RO . {aex |d(q,a) = p}, wenn q # p
@p | {a€eX|d(q,a) =p}U{e}, wennq=p

Rg’p wird durch einen reguldren Ausdruck top beschrieben.
Wir wissen {a € X | 6(q,a) = p} = {0, 1, ..., o}

fiir irgendwelche aw, a1, ..., ak.

tg,p =ao+ a1+ ...+ ak, wenn g # p.

tgyp =aota1+...+ax+¢€ wenn g =p.

Wir benétigen tg_p als die Basis fiir eine induktive Konstruktion des

reguldren Ausdrucks 7 p.
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Regularer Ausdruck aus Automaten .E l(.

Wir zeigen, dass R{;7p(1 < j < r+1) eine reguldre Sprache ist.

e RIHL _ pi i i Yo R
Es gilt Ry = Ra.p U Raq © (Rgq)" © Re

Alle Wege von g nach p, die nur iiber qo, ..., g; verlaufen,
verlaufen entweder nur iber qo, ..., gi—1 oder
verlaufen von g nach q; iiber qo, ..., gi—1, haben dann endlich viele
Schleifen von g; zu g; liber qo, ..., gi—1 und fiihren dann von g; zu p

tiber qo,..-,qi—1.
Rc’lfpl wird durch einen reguldren Ausdruck t;,fpl beschrieben.
L ) i )
ttlv,p T ttlv,p + t"%‘?/‘ ' (ttlw,q/)* : ttlw,p
Der reguldre Ausdruck, der die von M akzeptierte Sprache bezeichnet, ist

also eine “Summe” derartiger Ausdriicken tgofé fir alle Endzustande p.
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Beispiel 4
[ J

e

t‘(7)0a‘71 - tqo,‘h

t‘{o,ql =a o o o
p— * p— * — —

tag,q1 = 3+ tgg,q0 ° (tqo,qo) “tgq —ate e a=ata=a

toos = - = tig.y = @

q0,91 — T Q0,91 T
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Die Charakterisierung reguldrer Sprachen E l(

Sei L eine reguldre Sprache.

Pumping Lemma: es gibt eine natiirliche Zahl n
(wobei n kleiner oder gleich der Anzahl der Zusténde des
kleinsten Automaten ist, der L akzeptiert),

sodass jedes Wort z der Sprache L, das aus mindestens n Zeichen
besteht, in drei Teile u, v, w zerlegt werden kann, d.h.

z = uvw
(wobei uv aus maximal n Zeichen und v aus mindestens einem
Zeichen besteht),
und auch das entsprechende Wort mit beliebig vielen Kopien von v in
der Sprache enthalten ist, d.h.

wiw e L
(fiir alle i > 0).

Jedes geniigend lange Wort kann zu einem beliebig langen Wort der

Sprache “aufgepumpt” werden.
Wolfgang Schreiner http://www.risc.jku.at 26/38



7\
Die Charakterisierung reguldrer Sprachen .E l(.

Beweis des “Pumping Lemma".

Sei M = (Q,X,0,qo, F) ein endlicher Automat, der L akzeptiert.
Sei n die Anzahl der Zustinde in Q.

Sei z ein Wort der Lange m > n, d.h.
Z=a1...am €L

und sei g; der Zustand, den M nach dem Lesen des Teilworts

Q1 ...a; angenommen hat.

Da m > n, miissen zwei Zustande g; und g, gleich sein:

ag Q; Qi1 am

Damit kann z zerlegt werden in z = uvw mit
Uu=ajg...q;
V==041...0k
W= Qys1-...0m
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Beispiel .E.I('

Das “Pumping Lemma"” kann zeigen, dass eine Sprache nicht regular ist.
Sei L ={a"b™ | m € N}.
L = {e, ab, aabb, aaabbb, ...}
Angenommen L ware regular.
Sei n die durch das Pumping Lemma gegebene Konstante.
Dann ist a"b" ein Wort der Lange 2n > nin L.
Das Wort lasst sich also zerlegen in a"b" = uvw.
uv enthdlt maximal n zeichen, v mindestens ein Zeichen.
uvw = (a™)(a™)(@™b"), m +m+n3=n,n > 1
Dann ist uv?w = (a™)(a™)?(a™b") nicht in L.
n +2ny+n3=n+ny #n.
Also ist L nicht regular.
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Beispiel .E.I('

Das “Pumping Lemma"” kann zeigen, dass eine Sprache nicht regular ist.
Sei L ={0" | i € N}.
L = {¢,0,0000,000000000, ...}
Angenommen L ware regular.
Sei n die durch das Pumping Lemma gegebene Konstante.
Dann ist 0 ein Wort der Linge n®> > nin L.

Das Wort lasst sich also zerlegen in 0" = uvw.
uv enthalt maximal n zeichen, v mindestens ein Zeichen.
Dann ist das Wort uv?w nicht in L.
1<|v|<n(Jv|...Linge von v)
n? = luww| < luww| + 1 < |uvw| + |v| = |uv?w| < n? + n < (n+1)2
Die Lange von uv?w ist also keine Quadratzahl.

Also ist L nicht regular.
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Nichtdeterministische endliche Automaten E |(

Ein Automat kann bei gegebenem Zustand und Eingabesymbol mehr als
einen (oder auch keinen) moglichen Nachfolgezustand haben.

Nichtdeterministischer endlicher Automat M = (Q,X%,4, S, F):
Q .. .eine endliche Menge von Zustianden.
Y ...eine endliche Menge von Symbolen (das Eingabealphabet).
§:QxX—=P((Q)...die Uberfiihrungsfunktion.
P(Q) ...die Menge aller Teilmengen (die Potenzmenge) von Q.
5(g,x) ={91,..-,9k} .. .der Automat liest im Zustand g das Symbol
x und geht in einen der Zustinde g1, ..., q; iiber.

S C Q ...die Menge der Startzustande.
F C Q ...die Menge der Endzustande.
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Beispiel '& Z

M=(Q,%,0,5,F)
Q = {q07 q1, 42,43, q4}7z = {07 1}75 = {q0}7 F= {q27 q4}

) 0 1 0,1 0,1
qo {CIo,qs} {q07q1} 0 /N o

a1 0 {qZ} 0 3 4
@ | {9} {%2} \ \&J @
1

a3 {CI4}
qa {q4} {CI4}

\S

FomO;

0,1
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Die Sprache eines nichtdeterm. Automaten E |(

Anwendung von § auf ein Wort:
§:QxX* = P(Q)
(q,€) :={q}
d(g,xa):={p|3Ired(g,x):ped(r,a)}
x € X ...ein Symbol, « € ¥* ... ein Wort.
Die Menge der moglichen Zustdnde, die M von g ausgehend nach
Lesen des Wortes einnehmen kann.

Anwendung von § auf eine Menge von Zustdnden:
J:P(Q)xX* = P(Q)
5(’Da X) = UpeP 5(P, X)
Die Menge der moglichen Zustiande, die M von einem der Zustédnde in
P ausgehend nach Lesen des Wortes x einnehmen kann.

x wird von M akzeptiert :< §(S,x) N F # 0.
Die Anwendung von ¢ auf das Wort x € ¥* kann von einem der
Anfangszustdnde zu einem der Endzusténde fiihren.
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Beispiel ) *
%
Der Berechnungsbaum des Automaten fiir Eingabe 01001.
) ()
1
@ qo—>qo—>qo—>qo—>qo—>¢70

1 NN
N

Der Automat akzeptiert alle Worter, die 00 oder 11 enthalten.
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Vergleich mit deterministischen Automaten .E l(.

Offensichtlich: jeder deterministische Automat ist der Spezialfall
eines nichtdeterministischen Automaten.

Jede Sprache, die von einem deterministischen Automaten akzeptiert
wird, kann auch von einem nichtdeterministischen akzeptiert werden.
Aber gilt auch das umgekehrte Prinzip?

Satz: Fiir jeden nichtdeterministischen endlichen Automaten M gibt
es einen deterministischen endlichen Automaten M’ sodass

L(M) = L(M")

Der deterministische Automat akzeptiert die gleiche Sprache wie der
nichtdeterministische.

Deterministische Automaten und nichtdeterminisische Automaten
akzeptieren die gleichen Sprachen, sind also gleichmachtig.
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Konstruktion eines determin. Automaten E |(

Sei M = (Q,%,0,S, F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat.

Wir konstruieren einen deterministischen endlichen Automaten M’
Zustinde von M’ sind Mengen von Zustinden von M.

= (le Za 5,’ q(ljv F/)

Q' =P(Q)
6'(q',a) = Upeq 9(p, @) (= 0(q', )
9 =>5

F'={q €Q |qdNF#0}
Es gilt L(M') = L(M), da fiir jedes Wort x = ay ..., € " gilt:

x€LM)<6(S,x)NF#D

Fiir gewisse Zustande qq, ..., g, in Q gilt daher
5(q0, 1) = q1,---,6(qn-1,n) = qn, qn € F.

Fiir gewisse Zusténde qg,. .., q, in Q (Teilmengen von Q) gilt daher
o € Gos- - dn € g,
8(g4,01) =G4y, 0 (qh_1,00) = Gl gy N F #£ 0.

(g4, x) € F/ = x e L(M)
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Beispiel

1

1 (qo,qhqz,cujj . '(kqo,qz,qaq@ 0
1
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Anwendung nichtdetermin. Automaten v

Die Modellierung und Verifikation nebenldufiger Systeme.
X [BICIES

File.. Edit.. View.. Run.. Help SPIN DESIGN VERIFICATION Line#:| 1 Find:

proctype server()
(

unsigned given
unsigned waiting
unsigned sender
do :true -
if
i request[0] ? MESSAGE -»
sender = 1
i request[1] ? MESSAGE -»
sender = 2
fiy

2=0;
2=10
2

if
i sender == given =
if
swaiting == 0 ->
given =0
velse >
glven = walting;
walting = 0;
answergiven-1] | MESSAGE
fi;
wgiven == 0 ->
n 4.2

BEE|

Spin Yersion 4.2.2 - 12 December 2004
Xspin Version 4.2.2 - 12 Decamber 2004

Spinis an on-the-fly LTL model checking system
for proving properties of asynchronous software
systermn designs, first distributed in 1991,

The master sources for the latest version of
this software can always be found via:

hittp:/spinraot.comyspin/whatispin htrml
For help: spin_list@ spinroot.com

The Spin sources are (c) 1990-2004 Bell Labs,
Lucent Technologles, Murray Hill, NJ, USA.

All rights are reserved. This software Is for
educational and research purposes only.

No guarantee whatsoever Is expressed or implied
by the distribution of this code.

Ok

Wolfgang Schreiner

http://www.risc.jku.at

37/38



Anwendung nichtdetermin. Automaten %

Systemkomponente als nichtdeterministischer Automat.li@

request request
answer answer

Wolfgang Schreiner http://www.risc.jku.at 38/38



